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PREFAZIONE 


L Meccanica prende U suo nome dal vocabolo greco che 

vuol dire macchina : epperò in forza di sua etimologia non si- 
gnifica altro che scienza delle macchine. Sotto questo riguardo 
considerata essa insegna siccome costruire le macchine, e dà ra- 
gione degli effetti di quelle. Se non che essendo la macchina 
un istrumento pel quale con risparmio assai considerevole di 
forze si muovono ovvero si equilibrano gravissimi pesi , non 
potrebbesi procacciare adeguata e perfetta cognizione delle mac- 
chine , dove prima non si trattasse del moto e dell’ equilibrio. 
Quinci è che la Meccanica estesa la sua cerchia , oltre a quello 
che significa il semplice nome, non si ritiene solamente nell’uf- 
ficio di descrivere le macchine , e ragionare le loro proprietà ; 
ma più attesamente ancora considera e discorre la natura e le 
leggi del moto e dell’ equilibrio non senza emolumento sommo 
delle discipline fisico-matematiche. E veramente io diviso tanta 
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essere la nobiltà c la eccellenza di questa scienza , che di tutte 
le facoltà le quali comprende la Fisica , niuna meriti di essere 
coltivata c approfondita meglio che questa. £ che è , di grazia , in 
tutto questo meraviglioso e sublime teatro della Natura , che per 
qualche maniera non partecipi al moto , e quindi non sia obbietto 
di questa scienza ? Se poi vogliamo considerare il lato della evi- 
denza , che senza fallo è il potissimo pregio di quale si voglia 
disciplina , forse che ci avverrà d’ incontrare dove che sia oscu- 
rezza e ambiguità in questa disciplina , e non piuttosto chia- 
rità e luce pienissima , che le proviene da principii di Fisica in- 
concussi , e dalle rigorose leggi di analisi algebrica ? Da ultimo 
se alle doti che abbiamo esposte si aggiunga la utilità ( ed è 
la utilità per ordinario il pii» valevole argomento d’incatenare 
gli animi umani ) anche per questa parte la Meccanica tiene 
fra tutte scienze assai riguardevole posto. E ben lo appalesa quel 
numero infinito di macchine , che tutto è patrimonio della Mec- 
canica , per virtù delle quali siccome disse Aristotele (*) si age 
volmente noi vinciamo la natura che indarno ci fa resistenza. 
Nè già mi consente la ragione di brevità dire partitamente i 
vantaggi che provengono da essa scienza in quanto è pratica : 
solamente non vo’ tacere che nella Meccanica siccome in germe 
si contiene la dottrina della Idraulica, dell’ Ottica, dell’Acusti- 
ca , dell’ Astronomia , della Musica , della Ballistica , c final- 
mente dell’ Architettura. 

E basti il fin qui detto a fare degna estimazione della no- 
biltà ed eccellenza di questa disciplina in che porremo i nostri 
studù. Ora ne diviserò le parti principali. Possiamo riguardare i 
corpi divisi in due grandi categorie, di solidi e di fluidi. Per 

(*) la quaesl Mecban- 
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tanto la Meccanica o considera la temperanza delle forze nei so 
lidi , per la quale elidendosi insieme c distruggendosi non segue 
nessun molo ; e in questo caso ci dà la Statica : ov veramente 
considera le forze nei medesimi corpi solidi , in quanto esse pro- 
ducono moti svariati, o diretti con ordine, c se ne ha la Dinami- 
ca. Finalmente se queste medesime proprietà, voglio dire, l’equi- 
librio ed il moto le ricerca e le calcola nei corpi fluidi , ne risulta 
P Idrostatica per rispetto del primo , e l’Idrodinamica per rispetto 
del secondo. 
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| # J\(L oro è passaggio da luogo a luogo $ quiete significa permanenza nello 

stesso luogo. . . . .. ..... 

Corpo è l’aggri-gato di più elementi o punii materiali non divisi che 
da piceioiissimi intervalli. La somma degli elementi materiali che costituiscono 
il corpo è ciò che si chiama la sua massa ; gl’ intervalli che li dividono, si di- 
cono por* ; lo spazio occupalo dalla massa e dai pori, ó il volume; final- 
mente il rapporto tra la massa ed il volume, è la densità: infatti questa, per 
poco che si rifletta , è in ragione composta diretta della massa ed inversa del 
volume. 


Allorché si muove un punto materiale, se il rapporto - fra i valori nu- 
merici delio spazio s e del corrispondente tempo t si mantiene costantemente 

10 stesso, il molo dicesi uniforme ; che se quel rapporto continuamente va- 
ria , il moto appellasi eario , acce/arato o ritardalo , secondo che crescendo il 

tempo t cresce o decresce lo stesso ?■: il moto poi rettilineo ed uniforme è 

11 più semplice di tutti gli altri moti , dei quali è capace il punto mate- 
riale. Nel mulo uniforme il rapporto chiamasi velocità , la quale ove sì 


rappresenti con v, darà luogo alla uguaglianza 




Per rispetto poi ad un punto o elemento materiale^ riti massa — m e la 
velocità = e , il prodotto me dicesi quantità di moto. 

Mecc. 1 
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2. Il corpo per se é indifferente al molo ed alla quiete. Siffatta in- 
differenza può dimostrarsi dalla natura del luogo : infatti se il corpo non 
fosse indifferente al moto , dovrebbe naturalmente esigere di non essere 
nel luogo dove si trova per occupare il luogo dove non é ; pel contrario non 
essendo il corpo indifferente alla quiete, dovrà naturalmente esigere di essere 
piuttosto nel luogo dove si trova , che nell' altro che occuperebbe ove pur 
si muovesse. Ora nè l’uno nè 1* altro esige naturalmente il corpo; impe- 
rocché tulli i luoghi per rispetto allo sostanze corporee essendo della me- 
desima natura , non vi ha ragione perchè queste debbano esigere piuttosto 
di starsene in uno che in un altro luogo. 

3. Le cagioni che producono il moto , che lo accelerano o lo ritar- 
dano, o anche lo distolgono dalla primiera direzione, si chiamano potenze 
ovvero forze. Più forze applicale ad un corpo o ad un sistema di corpi , pos- 
sono talmente fra loro impedirsi da non risultarne alcun movimento; in 
tal caso quelle .forze diconsi essere in equilibrio. Poniamo inoltre che due 
forze sollecitino al moto uo punto materiale in parli opposte ; se esse sono 
in equilibrio si diranno uguali. Finalmente supponendo che due, tre, ec. 
di queste forze uguali sieno applicate ad un punto materiale per guisa che 
cospirino in una sola e medesima retta , avremo una forza doppia , tri- 
pla , ec. Potranno cioè le forze tutte esprimersi per via di numeri , e conse- 
guentemente rappresentarsi con rette proporzionali a questi numeri , le cui 
direzioni coincidano con le direzioni delle stesse forze. La Meccanica tutta 
quanta è intesa alla considerazione dell' equilibrio e del moto. 

4. La indifferenza del corpo al moto o alla quiete può benissimo con- 
ciliarsi con la forza d inerzia della quale sono dotàli i corpi , ed è quella 
per cui un corpo resiste alla mutazione dello stato in cui si trova, sia di moto 
sia di quiete , comechè determinato alla conservazione di quello che ha. 

Fingete che un globo A sospeso per un filo stia in quiete e che in esso 
urli un secondo globo B con un determinalo grado di velocità. Se il globo A 
non opponesse al globo U resistenza alcuna , questo seguiterebbe dopo l’urto 
a muoversi con la medesima velocità con la quale si muoveva prima del— 
I’ urto conduceodo seco il globo A : infatti per qual ragione dovrebbe di- 
minuirsi il molo nel globo B se a questo moto il globo A per nulla ostasse, 
e cedesse senza veruna difficoltà il suo luogo allo stesso globo B ? Ora la 
esperienza c’insegna il contrario; imperocché quantunque sia vero che il 
globo A ceda il suo luogo , ciò però non accade senza una diminuzione di 
molo nel globo B , la quale diminuzione é tanto maggiore quanto maggiore 
é la massa che il globo A oppone all'urto del globo B. Adunque dovrà con- 
chiudersi che il globo A realmente opponga una resistenza allorché si tratta 
di farlo passare dallo stato di quiete a quello di moto , che realmente cioè 
esso, il globo A, si sforzi a mantenersi nello stato in cui si trova, e che per- 
ciò ne avvenga quella distruzione del moto acquistato dal globo B. 

Premesse siffatte cose, ragiono nella seguente guisa : il moto non è altro 
che un effetto di una fofza attiva ; ciò poi che distrugge l'effetto di una forza 
attiva non può non chiamarsi , ed essere realmente una forza. Adunque ec. 
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Ma negli stessi corpi che si muovono ai manifesta una tal forza ; in- 
fatti un corpo che con un determinato grado di velocità si muove , con- 
serverà certamente questo stesso grado di velocità quante volte non s' incon- 
tri in un qualche ostacolo , nè ammetterà aumento alcuno di moto senza 
detrimento di una forza straniera che sopra di esso agisca: non altrimenti 
cioè resiste il corpo nel ricevere un primo moto allorché ai trova in riposo , 
che nel ricevere un maggior moto allorché si muove. 

La indifferenza adunque del corpo al moto od alla quieto non con- 
siste nella non resistenza al moto allorché trovasi in quiete , ovvero nella 
non resistenza alla quiete allorquando si muove, ma in ciò solamente cha 
il corpo , quanto é da se , nou teode piuttosto a muoversi che a starsene 
in quiete, nè più resiste alla quiete allorché si muove , che al moto al- 
lorché trovasi in riposo. 

5. Dalle cose (in qui esposte chiaramente si vede , che dalla materia 
nou può originarsi determinazione alcuna a nuovo stato, sia di quiete sia 
di moto , e che perciò mancando la cagione la quale determini un punto 
materiate a questo stato piuttosto che a quello , esso se trovasi in quiete 
riposerà sempre, se una volta fu determinato al moto , seguiterà per- 
petuamente a muoversi con la medesima velocità e con la stessa dire- 
zione. 

Nel moto poi per direzione $’ intende la linea retta che il mobile o at- 
tualmente descrive o tende a descrivere ; il primo ha luogo nei moti retti- 
linei , il secondo nei curvilinei. 

Dissi ancora superiormente che urtando il globo B nel globo ^4, la di- 
minuzione del moto nel globo B è tanto maggiore , quanto è maggiore la 
massa che il globo A oppone al globo B , ciò che indica sufficientemente che 
tanta quantità di moto viene ad eccitarsi nel globo A , quanta con la resi- 
stenza di qnesto , viene a perderne il globo B. Ed è qui dove si può benis- 
simo riferire il celebre principio dell’ azione e della reazione , che comu- 
nemente si enuncia come segue : ad ogni azione corrisponde sempre una 
uguale e contraria reazione, ovvero le azioni di due corpi agenti scambie- 
volmente l’uno sull’ altro sono sempre uguali e dirette in parti contrarie. Ad 
un tal principio si dà poi luogo io natura, ossia che i corpi agiscano a con- 
tatto I’ uno scambievolmente sull'altro , ossia che da luoghi fra loro discosti 
vengano in un modo qaaiunque a vicendevolmente determinarsi a qualche 
mutazione dello slato in cui si trovano. 

6. Supposto che i due punti o elementi materiali He K [jig. /.•) 
abbiano la medesima massa e percorrano uniti insieme la stessa linea 
spinti da una comune forza P , se al punto K oltre la forza P si applichi 
un'altra forza Q , si scosterà subito K da H , e ad un osservatore che si 
supponga stabilito in H apparirà il movimento del punto K come se H stesse 
in riposo e K si muovesse con la sola forza Q : laonde ossia che H si muova 
con la forza P e K con le forze P , Q, ossia eh? H stia in quiete e K si 
muova con la sola forza Q , l’ istesso sarà nell' uno e nell'altro caso il mo- 
vimento di K per rispetto ad H. Ma nel secondo caso il moto del punto K 
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relativamente al punto li é dovuto alla sola forza Q ; il medesimo adun- 
que dovrà dirsi nel primo. 

7. Applicando successivamente ad uno stesso corpo le forze P ,■ 
P-f-Q, queste generino in quello le velocità », ; saranno senza 

dubbio alcuno », e »-f-»' funzioni simili delle stesse P, P^.Q, in guisa 
che si possa scrivere 

' «=rc^). *+*=f(p+Q). 

Ora »' è dovuta (6) alla sola Q , e perciò Quindi 

m+m=r(p+Q)- 

Si diilcrenzii questa equazione prima per rapporto a P, e poi per rap- 
porto a Q ; si avranno 

f(P) = r(p+e) , m =nr + o ) . 

e per conseguenza 

m=m- 

Ma riflettendo che P e Q esprimono quantità variabili arbitrarie , questa 
equazione importerà la seguente 

f >(P)=co,t.=m. 

' „ ‘ ■ * • • 

Adunque 

m *kq) 

dP dQ ’ 

donde 

/(P) = e = CP + C , f(Q) = »' = CQ + C" : 

c perchè » e »' svaniscono allorché si suppongono nulle le forze P , Q , 
perciò sarà C' = C" =0 , e conseguentemente 

P_l_£ 

» ~C~W‘ 

Laonde , rimanendo la stessa massa , le forze saranno in ragione delle sem- 
plici velocità ; e siccome rimanendo la medesima velocità , e variandosi la 
massa , la forza è come la massa ; perciò le forze saranno come le quan- 
tità di moto, 

. • >. * * 
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LIBRO PRIMO 

DELL EQUILIBRIO IN GENERALE 


CAPO I. 


DELLA COMPOSIZIONE E DELLA RISOLUZIONE DELLE FORZE 


CBS- CONCORRONO IN UN PONTO. 


S. Notiamo le cose seguenti : 

1. ° A più forze applicate ad uu punto materiale o ad un sistema di 
tali punti si può sostituire una sola forza la quale agisca secondo la linea 
del moto prodotto nel punto o aet sistema dalla simultanea azione delle me- 
desime. Questa unica forza chiamasi risultante di quelle prime che rispetto 
ad essa diconsi componenti. 

2. ° E pel contrario, possono più forze agenti ita diverse direzioni ed 
applicate ad un punto materiale o ad un sistema di tali punti, sostituirsi ad 
una forza data applicata a quel ponto o a quel sistema. 

3. ® La risultante di più forze cospiranti , di più forze cioè che agi- 
scono nella stessa direzione , è ugnale alla loro somma ; c quella di più forze 
che agiscono in direzioni contrarie è uguale all’eccesso della somma di quelle 
che agiscono in un senso sulla somma delle altre che agiscono nel senso op- 
posto. Ed è perciò che la risultante di due forze uguali e contrarie deve es- 
sere nulla. 

4. ® La direzione della risaltante AR ( fig. a.®) di due forze compo- 
nenti AP, AQ concorrenti nel punto A ad angolo qualunque PAQ cade in 
questo stesso angolo : imperocché la componente AP tende ad elevare il punto 
A al di sopra della retta AQ, mentre l’altra componente AQ tende a farlo 
passare al di gotto della retta AP. 

5. ® Se le forze AP, AQ sono ugpali , la direzione AR della risultante 
taglierà per metà l’angolo PAQ che é formato dalle loro direzioni; infatti 
non vi ha ragione alcuna per la quale una tal risultante debba avvicinarsi 
più all’ una che all’altra di quelle componenti. 

9. Pongasi pertanto (fig. J.“)AP=f > , AQ = Q, e sia P=Q, sia 
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cioè il punto A spinto simultaneamente dalle dae forze uguali P, Q ; la li- 
nea AR che taglia per metà l’angolo PAQ = 2as esprimerà (8: 5.°) la di- 
rezione della loro risultante R , e questa risultante in intensità dipendendo 
dalle sole quantità P, <*> sarà una funzione incognita di queste stesse quanti- 
tà, e potrà scriversi 

R = f(P>*). 

Concepiamo inoltre nelle direzioni medesime AP, AQ delle forze P , Q agire 
sul punto A due altre forze uguali P', Q'-, la loro risultante R' diretta altresì 
secondo la linea AR sarà 


* = f(P», 

in cui la f esprime la stessa funzione di sopra. -Supponendosi poi costante 
l’angolo a>, si vede che la quantità della risaltante dipende unicamente dalla 
quantità delle componenti , per cui potranno porsi solamente 

R=m , r '=/-( p ')-‘ 

Ora se le quattro forze P, Q, P', Q 1 agiscano simultaneamente sul punto A, 
la risultante totale da una parte sarà —/"(P-f P'), e dall’altra = R -f- R 1 
(8 : 3.°) , ossia =/(P) + f\P ') 5 adunque 

m+r(n=ap+n- 

Sviluppando la f{P- f- P ( ) secondo la nota formola del Taylor, avremo 

m = m* ) + j nn + + . .. . 

Non dipendendo poi il valore della forza P dal valore della forza P' per 
la ragione che le forze P e P' sono arbitrarie , bisognerà in questa equazione 
supporre costante la /’(P') , e conseguentemente nulle le altre r'(P') , 
f"\P') ì ... Per la qual cosa, ponendo /'(P')=a , sarà 

f(P) = R = aP : ■ . 

il che pruova che la multante R delle due forte uguali P , Q varia propor - 
rionalmente alle componenti , l'angolo x supposto costante. 

Ma se le inclinazioni delle forze componenti variano, a> non è più co- 
stante, e nella equazione R = aP la quantità a deve variare con x. Pongasi 
a 2$(®) , il fattore 2 essendosi scritto per la facilità dei calcoli ulteriori , 
avremo 

P = 2P*(a>) . . . (1). 
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Questa funzione 9 è quella che resta ora a determinarsi. A tal 6 ne trac- 
ciamo due rette AP", AP'" che formino con AP gli angoli ugnali PAP" =* 
PAP'" = e, e sostituiamo alla potenza P due altre potenze uguali P", P 1 " 
dirette secondo AP" , AP'". Considerando P come risultante di queste due 
forze uguali, si avrà P= 2 P"y(i) , donde 

fl = 4P"9(e)9(a>). 

Se per Q si opera una simile decomposizione, alle forze P, Q potranno so- 
stituirsi le quattro altre P", Q", P'", Q'“ uguali fra loro , le quali faranno 
due a due con la AR gli angoli rispettivi ai — e , a) + e. Ciò posto, la ri- 
sultante delle due P" , Q" è = 2P"9(a> — t) , quella delle due P"', Q"' 
è = 2P"9(a>-|-e) ; dunque quella delle quattro forze P", Q ", P'", Qf" sarà 

2 P" 9 (o> — s) + 2P"(f(<»+ s). 


Ma la risultante delle quattro P " , Q" , P"' , Q'" è la stessa che quella delle 
due P, 0, la quale è P=4P"9 (e) 9(<»). Adunque 

4P"<$>(£)9(®) = 2 P"«K«> — *) + 2 P"9(a> + 1 ) , 

donde si ricava 

2<f(e)<5>(«) =$(<*’ — *) + ?(® + *)• 

Differenziando questa equazione due volte di seguito rispetto ad a» , ot- 
terremo 

2 9 («)?"(*) = *"(® — e ) + ♦"<*+«)» 
e differenziandola due volte di seguito per rispetto ad e , risulterà 
2$"(i)$(a>) = 9*'(® — e) + f"(® + *)• 


Quindi 


®) =*"(*)*(*)> 

e riflettendo essere s ed <w quantità arbitrarie e fra loro indipendenti, 
9"(aQ 9 "(s) ' • 

<?(®) 9 (e) 

Chiamando dunque o' questa costante , si avrà 

9 "(®) = a' 9 (aj) , 


e ponendo 9(0)) = y , donde — =9'(«>) = t f , ^«VX®) “V» dy >a=a V^®> 
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se si moltiplichi l’ ultima di queste equazioni per l’altra y'da> ss dy che si ri- 
cava dalla prima , risulterà 

y'dy' = a'ydy , ed integrando y” = a'y* -f- C. 

Per determinare la costante C , facciamo s = 0 nella equazione 

2<K<0'K a >) = 9(® — 0 + 9(a> + «) , 

e nella sua derivata per rapporto ad e 

2 ?'(£) 9 («) = 9 '(® + «) — 9 '(® — 0 ? 

otterremo 

9(0) = 1, 9'(0) = (H. 

e siccome la funzione $ è della stessa forma per oo che per z, perciò ancora 
la 9 (oj) e la sua derivala 9'(a>) risulteranno la prima = 1 , e la seconda =0 
allorché «= 0 . Adunque ad y = l corrisponderà yf = 0 , e quindi avremo 
per determinare C 

0 = a' + C, donde C = — a', ed y' 1 = a'(y a — 1 ). 


D’altronde se si fa r nella equazione (I), la quale sostituzione ri- 

là 

ducesi ad esaminare il caso in cui le componenti uguali P , Q sono opposte , 
dovrà ottenersi li = 0 qualunque sia P, e per conseguenza 9 Qi ir ^ =0 ; 

laonde ad o>=-sr corrisponderà y=0, y' 2 = — a'. È dunque — a' una 

quantità essenzialmente positiva; ponendola uguale ad un quadrato costante 
le 1 , sarà a' = — Jc T , e quindi 




dalla quale si deduce 


ed integrando 


Vl-y 2 


— dy 


N/l-y 2 
ko> = C — arefeos 1= y). 


Ora ad a> = 0 corrisponde y = 1 , e perciò €' = 0 : inoltre ad <»£=-*■ cor- 
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risponde y=0, e conseguentemente k = — I. Adunque sarà 
® = orc(cos=y), ed y=qi(«) = cosas , 
e la equazione (1) si muterà io 

R=^2Pcosas. 

Essendosi pertanto preso AP = f* = AQ = (i (fig. 4*) ■> se 8 * conduca la 
retta PQ, questa taglierà ad angoli retti io O la direzione AR della risul- 
tante R che, come si è in principio accennato, divide per metà l'angolo 
PAQ = 2a > , e sarà AO =Pcosa>-, per la qual cosa risulterà /? = 2 AO,' uguale 
cioè alla diagonale AR della losanga APRQ. 

10. Passiamo ora al caso in cui le forze sono disuguali , ma disposte 
ad angolo retto. Sieno P, Q due forze le quali concorrano nel punto A 
( fig . 5. m ) con le direzioni AP, AQ l'una perpendicolare all* altra, e suppo- 
niamo essere AR la direzione della loro risultante R, L’angolo incognito che 
la forza P fa con la R si dica *, o conducendo per A la retta BC in guisa 
che si abbia l’angolo BAP = PAR=o>, donde CAQ=cQAR=90° — <o, si 
sostituiscano alla P due forze uguali agenti secondo le rette AB , AR , ed 
alla Q altre due forze uguali dirette secondo le AC, AÌR. Per siffatte risolu- 
zioni e per ciò che si è già dimostrato nel numero precedente si deduce che 

p 0 . Q . . . .. 

- » e « — TZZZ ^ ovvero saranno i valori di queste compo- 

2cosa> 2coi(90 o -!~a>) 2»enai n c 

nenli rispettive, e che alle due forze P , Q potranno sostituirsi quattro fof- 

P Q 

ze, due , opposte dirette la prima per AB l’altra per AC, e due 

2cosu 2sena> r ’ 

in valore rispettivamente uguali a queste stesse, ma cospiranti e dirette se- 
condo AR. Adunque alla forza R equivarranno (8 : 3.°) le due 

_P Q_ P | Q 

2 cosa; 2sena ’ 2 cosa: ~ '2senx- 

Ma perché AR realmente esprima la direzione di R fa d’uopo evidentemente 
che sia 

P Q P . Q 

= 0, ovvero = - . 

istnat icosa- 2sena! 


2cosa' 


Adunque sarà 


2cosoo 2 se ri a- rosa: 


Si avranno pertanto le seguenti relazioni 

(J — Pianga : , P= /(rosai , Rfeito; , P 1 -f- } (2) 

Mere. 2 
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delle quali la prima dà l’angolo ce . ossia la direzione della risultante, ed 
una delle allre ire ne fa conoscere la inlensilà. Esse inoltre danno luogo ad 
una costruzione molto semplice : si prendano sulle direzioni delle forze P, Q 
le lunghezze AP , AQ proporzionali alle stesse Q , e si compia il rettan- 
golo APllQ ; la diagonale AR rappresenterà la direzione della risolante ff , 
e sarà in lunghezza a questa slessa proporzionale. 

11. Finalmente prendiamo a considerare due forze P, Q disuguali e 
concorrenti nel punto A ( fìg . 6.°) con direzioni qualunque AP, AQ. Chia- 
miamo a. I' angolo PAQ clic esse fanno ed abbassiamo AK normale ad AP; 
sostituendo a {> due forze dirette secondo AP ed AK, le quali in virtù delle 
relazioni (2) saranno in valore uguali rispettivamente a Qcosx, Qseua , la 
prima si aggiungerà a P , e la risultante R delle due forze P , Q sarà la me- 
desima che quella delle due allre rettangolari P + Qcosx , Qsenx ; per la 
qual cosa si avrà (10) . . 

/!’ = (/> + Qeotxf + QW* = P' + Q x -j- 'IPQcosx. : 

Rappresentando ora le proposte forze P , Q con le lunghezze AP, AQ prese 
sulle loro direzioni , e compiendo il parallelogrammo APRQ , sarà il qua- 
drato della diagonale 

(AR)’ = (AP)’ + (PR)’ — 2AP . PRcosAPR = 

= (AP)’ + (AQ)’— 2AP . AQco.< 180® — *) = 

= P’ + (>’ + 2PQcosx. 

Dunque fl = AR. Dunque se due forze concorrono in un punto ad angolo 
qualunque, compiuto il parallelogrammo co’ lati che le rappresentano, la dia- 
gonale rappresenterà la risultante. 

Questo teorema potrebbe ancora dichiararsi nella seguente maniera, 
che cioè supponendo il punto A animalo dallo due forze P , Q per la prima 
delle quali in un certo tempo t verrebbe in P descrivendo il lato AP , e per 
la seconda verrebbe in Q descrivendo il lato AQ , jier la simultanea azione 
delle medesime P , Q esso nello stesso tempo l verrà in R descrivendo la dia- 
gonale AR. Ed infatti la forza P essendo parallela al lato QR , essa non po- 
trà nè accostare il punto A a questo stesso lato uè scostamelo. Adunque il 
punto A dalla simultanea azione delle due forze P , Q non potrà essere di- 
stolto a giugnere al lato QR in quello stesso tempo nel quale vi giugnerebbe 
per la sola forza (>, vale a dire nel tempo l. Similmente dimostrasi che il 
punto A nel tempo « giugnerà ai lato PR. Per la qual cosa, dovendosi il punto 
A dopo il tempo t trovare tanto sul lato QR quanto sul lato PR, si troverà 
necessariamente in R estremo della diagonale AR. 

Anche da ciò che si è detto intorno al molo relativo nel numero 6 può 
istituirsi il seguente ragionamento: supponiamo che due punti II, K sieno 
obbligali a percorrere uniti insieme con molo uniforme la retta AP nel tem- 
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po ( in virtù di una comune forza P ad essi impressa : sia poi il punto K 
in virtù di un’ altra forza Q ad esso impressa obbligato a percorrere con 
moto pure uniforme la retta AQ dentro l' istesso tempo I. Pel principio del 
moto relativo , alla fine del tempo f il punto K si sarà scostato da II di 
uno spazio uguale ad AQ : Ma H deve aver fatto lo spazio AP ; compiendo 
adunque il parallelogrammo APRQ K si dovrà trovare dopo il tempo t nel 
punto R che è distante da P di uno spazio PR uguale ad AQ ; e quindi 
animato il punto K simultaneamente dalle forze P , Q nel tempo t avrà 
percorsa la diagonale AR. 

Queste due ultime dichiarazioni del cosi detto parallelogrammo delle for- 
ze , quantunque in se stesse convincenti, vengono ciò non ostante da parec- 
chi rigettate per le idee che includono di moto e di tempo che sono affatto 
straniere alla scienza dell’ equilibrio. 

12. Gli angoli PAQ , PAR, QAR che le direzioni delle componenti 
P , Q fanno fra loro e con la risultante R, si dinotino con i simboli ( PQ ), 
(PR), ( QR ); il triangolo APR darà luogo alla seguente analogia 

P:Q.R = sen(QR) : sen(PR) : s en(PQ ) , 

la quale ci dimostra che ciascuna delle tre forze P, Q, R è proporzionale al 
eeno dell' angolo formato dalle altre due. 

Quindi date le componenti P, (?, e l’angolo (P(J) da esse compreso, 
si conoscerà la intensità della risultante R per mezzo della forinola (11) 

R = \JP' + Q' 1 + 2PQcos(PQ), 
e la direzione per mezzo delle altre 

13. Se da un punto preso ad arbitrio sulla direzione di una qualunque 
delle tre forze P, Q, R si abbassino le perpendicolari sulle direzioni delle altre 
due forze , queste forze staranno in radiane reciproca delle rispettive perpen- 
dicolari. Infatti , se por esempio dal punto O ( fig . 7 .*) preso sulla direzione 
della risultante abbassiamo sulle direzioni delle componenti le perpendicolari 
OM, OM', i triangoli rettangoli AOM, AOM' somministreranno 

OM = AO sen(PR), OM' = XOsen(QR), 

donde ( 12 ) 

- OM : OM' = scn( PR) : sen(QR) = Q:P. 

14. Se un punto o elemento materiale venga simultaneamente spinto da 
tre forze le quali in quantità ed in direzione sieno rappresentate con date rette 
non poste nello stesso piano, compiuto sopra di queste rette il parallelepipedo , 
la diagonale ne esprimerà in quantità ed in direzione la risultante. 


■fi 
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Sieno date le Ire forre AP, AQ, AR (/></. 8.‘) ; compiuto il parallele- 
pipedo , si segni la diagonale AS , e si conducano le rette AO, RS. Essendo 
i lati AR , OS uguali e paralleli , lo saranno pure le rette AO, RS, e sarà 
AQSR un parallelogrammo che avrà per diagonale AS. Ora la AO è la ri- 
sultante delle due forze AP, AQ, e quindi la risultante delle tre AP, AQ, AR 
sarà la stessa che quella delle due AO , AR : uia la risultante di queste è AS. 
Adunque ec. , 

15. Se le tre potenze AP , AQ , AR concorrono nel punto A ad angoli 
retti , il parallelepipedo sarà rettangolo , e la diagonale 

AS = j/(AP) : *-i-(AQ) 1 + (AR) i i 

dippiù couducendo PS, QS si formeranno i triangoli APS, AQS, ARS rettan- 
goli il primo in P , il secondo io Q, ed il terzo in R , i quali daranno 

AP = ASeosPAS, AQ = AScosQAS, AR == AScosRAS. 

Laonde chiamando P, Q, R le forze componenti ed 5 la risultante, dinotando 
inoltre con i simboli (PS), (OS), (RS) gli angoli che la risultante fa con le 
componenti, si avranno le formale . 

S-\/F + (r‘ + fì\ 

cos (PS) = J , cot(QS ) = ~ , cos(RS) = * . 

Allorché le componenti P, Q, R sono date, la prima di queste equa- 
zioni farà conoscere il valore della risultante S , e le altre Ire ne determine- 
ranno la direzione mediante gli angoli (PS), (QS), (RS) ; su al contrario é 
data la forza S e questa voglia risolversi in tre forze rettangolari P, Q, R, 
le quali facciano con essa i dati angoli (PS), (QS), (RS), i valori delle forze 
cercate saranno determinate per mezzo delle equazioni 

P=Scot(PS) t Q — Scos(QS) , R — Scos(RS). 

Conseguita dalle formole qui sopra esposte la relazione 
cus'(PS) + cot\QS) + cos’(/LS’) = l 

già nota in Geometria , nella quale si dimostra che la somma dei coseni qoa- 
drali degli angoli che una retta nello spazio forma con tre assi ortogonali é 
sempre uguale alla unità. 

16. Generalmente se più forze concorrono nello stesso punto, e queste 
tanto in intensità che in direzione si rappresentino con date rette le quali 
sieno poste nello stesso piano o anche in piani diversi , sarà facile per le 
rose dette determinerò quella retta che e in intensità ed in direzione ne 
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rappresenti la risultante. Imperocché facendo il parallelogrammo sopra le 
rette che rappresentano le due prime forze , la diagonale sarà la toro ri- 
sultante. Si formi ora un nuovo parallelogrammo con questa diagonale c con 
la retta che esprime la terza forza , la diagonale di questo secondo paralle- 
logrammo sarà la risultante delle prime tre. Proseguendo in tal guisa l'ul- 
tima diagonale sarà la risultante di tutte. 

Di questo problema potrà dunque assegnarsi la seguente costruzione 
geometrica : si diano più forze , per esempio le cinque (Jig. g. a ) AP, AQ, 
AR, AS, AT applicate al punto A. Dalla estremità P della prima forza si 
conduca PL uguale e parallela alla seconda forza AQ e diretta nello stesso 
senso di questa , similmente dal punto L conducasi LM uguale e parallela 
alla terza forza AR e diretta per lo stesso verso di essa , di nuovo per M si 
conduca MN uguale e parallela alla quarta forza AS e diretta nel senso di 
questa, e finalmente dal punto X si tiri NO uguale c parallela all’ultima 
forza AT e diretta nel senso di AT, Si congianga il punto O col punto A , la 
retta congiungcnte AO esprimerà la intensità e la direzione della risultante 
delle cinque date forze AP, AQ, AR, AS, AT. Infatti se sopra le forzo AP, 
AQ si formi il parallelogrammo APLQ e si conduca la diagonale AL , se 
poi sopra AL, AR si faccia il parallelogrammo ALMIl e si tiri la. diagonale 
AM, quindi se sopra AM, AS si costruisca il parallelogrammo AMNS e si 
segni la diagonale AN, se finalmente sopra AX, AT si compia il parallelo- 
grammo ANOT, la retta AO dinoterà la diagonale di quest'ultimo parallelo- 
grammo: ora essendo AL la risultante delle due forze AP, AQ, la diagonale 
AM che è la risultante delle due forze AL, AR rappresenterà quella delle tre 
AP, AQ, AR ; cosi pure la diagonale AN che rappresenta la risultante delle 
due forze AM, AS esprimerà quella delle quattro AP, AQ, AR, AS; ed in- 
fine la AO che esprime la risultante delle due forze AN, AT sarà la risul- 
tante di tutte e cinque le forze AP, AQ, AR, AS, AT. Adunque ec. 

E generalmente , qualunque sia il numero delti forze componenti ap- 
plicate ad un punto, te cominciando da questo punto, si coslruitca un poli- 
gono i lati del quale sieno tuccessivamente uguali e paralleli a ciascuna delle 
forze e diretti nello stesso senso di queste , e ciò fatto si chiuda il poligono 
congiungendo i termini del primo e dell' ultimo lato , la retta che chiuderà il 
poligono sarà la risultante. 

17. A fine di risolvere numericamente il problema, sieno 
le forze che concorrono nel punto A ; queste riferite a tre assi ortogonali 
AX, AY, AZ facciano con essi rispettivamente gli angoli (*) 

(S'XMS'Y),(pZ) ; (S"X),(S"Y),(S"Z)i (5"'A),(X'"T),(A"'Z);... 


(*) A rappresentare col mezzo dei tre angoli (&X), {S'Y), (S'Z) la direzione 
d'unu forza S' in tutte le possibili posizioni intorno al sito punto A di applicazione è ne- 
cessario ed è ancora sufficiente che essi si stendano da zero fino a 180° inclusivamcnte. 
Se per esempio l’asse AZ si suppone sopra il pjauo degli altri due AX, AY, l’angolo 
{S'Z) dovrà essere < ovvero >90° secondo che la direzione di S' trovasi sopra o sotto 


\\ 

Si chiami S la risultante di tutte , e con ( SX ), (SY), ( SZ ) si rappresen- 
tino gli angoli che la medesima fa con quei tre assi. 

Risolvendo ciascuna delle forze S', S" , S'",... in tre secondo i Ire 
assi , esprimeranno (15) 

S'co$(S'X), S"co$(S"X), S'"co&(S'"X) ì .... 
le componenti secondo l’ asse AX , 

S'cos(S'Y), S"co$(S"Y), S"'eo$(S ,, 'Y),... 

le componenti secondo l’asse AY, ed 

S'cos(S'Z) f S"cos(S"Z), S" , cos(S"'Z ), .. . 

le componenti secondo l’ asse AZ. Per la qual cosa, ponendo ( 8 ; 3.° ) 
Pz=S'cot(S , X)+S"cos{S"X)+S , "cot(S ,, 'X )-{-. . . j 
Q = S'cot(S'Y) -f S"cos(S" F) F)-J- . . . | (a) 

R==S'cos(S'Z)+S"co»(S"Z)+S"'cos(S" l Z )+.. . } 

tutte le forze S', S", S'",... si saranno ridotte alte tre rettangolari P, Q, R, 
e quindi avvertendo che anche qui fra ciascuna terna degli angoli ( S'X ), 
( S'Y ), (S'Z); (S"X), ( S"Y) y (S"Z);... debbono aver luogo le relazioni(15) 

cos 2 (S'X) -f- eos’(S'K) -f- cos\S'Z) — 1 , 
coi‘(S"X)+ cos\S"Y)±cot 1 (S"Z)=ì , 
cc.... 

e che, indicati con (S'S"), (S'S " 1 ),. . .(S"S '"),. . . gli angoli compresi 
dalle forze S' ed S" , S' ed S 1 " , ec..., S" ed S 1 ", ec..., si hanno 

cos(.VS") = + ros(S l Y)cos(S" Y) + cos(S'Z)cos(S"Z ) , 

coi(S'S'"y= cos(S'X)cos(S'"X) +cos(S' Y)cos{S"' Y )+cos(S'Z)cos(S‘"Z ) , 
ec. . . 

cos(S"S'")=zc 0 s(S"X)cos(S" 1 X )+cos(S" Y)cos(S'" Y)+cot(S"Z)cot(S'"Z ) , 

oc. . . 


di un tal piano; esso sarà zero allorché S' coincide con AZ, ed uguale a 180’ quando 
coincide col proluogameuto AZ' di AZ. I coseni adunque degli angoli (S'X), t S’Y), 
( S'Z ) possono essere positivi o negativi, ma i loro seni saranno sempre positivi. Suppo- 
niamo che uu'allra forza s' agisca sul punto A nella stessa direzione della forza S 1 ma 
in senso opposto, gli angoli (s'X) , (s'F), (s 'Z) che s J farà con gli assi saranno sup- 
plementi dei rispettivi angoli (S'X), (S'Y), (S'Z), e quindi si avranno cos(s'X) = 
= — eos(iS'A) , coi(»'F) = — rosCS * Y ) , coj(j'Z) = — coì(S'Z) , donde si deduce 
che te direzioni di due forze che agiscono in senso contrario sopra un medesimo punto 
si distingueranno f una dalt altra dai segni dei coseni degli angoli che loro corrispon- 
dono. 
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sarà 

S'=P' + Q'-tR'=S , '+S"'+Jf"' + . . . +2S , S"cos(S l S ll )+%S‘S'"cos(S l S , ")+ 

+ . . . +2S"S'"cos(S"S'")+ . 

per mezzo delta qual forinola sì calcolerà la intensità della risultante S, re- 
stando la sua direzione determinata per mezzo delle altre 

cos(SX)=| , cos(SF) = |, cos(SZ)=|. 

Viceversa se la data forza 5 che fa gli angoli ( SX ) , (SY ) , (SZ) con gli 
assi rettangolari AX, AY, AZ voglia risolversi in più forze , essa si risolverà 
prima in tre P, Q, R secondo i tre assi , e saranno (15) 

P=Scos(SX), Q — Sco^SY), R=Scos[SZ) : 

quindi queste tre potranno risolversi ad arbitrio in un nomerò qualunque di 
forze S' t S'\ mediante le equazioni (a). 

18. Pel punto A supponendo condotta in una direzione qualunque una 
retta L, rappresentiamo con ( LX ) , ( LY ), (Z.Z) gli angoli che essa fa con gli 
assi AX, AY, AZ , e con ( LS ), ( LS '), (LS"), (LS "'),. . . gli angoli che la 
medesima L fa con le direzioni delle forze S , S', S ", 5"',.. . si otterranno 

cos(LS) =cos(LX)cos(SX) -ireos (LY)cos(SY) cos (LZ)cos [SZ ) , 

cos [LS') =cos ( LX)cos (A 'A') -j-cos (LY)cos (S'Y) -{-cos ( LZ)cos ( S'Z ) , 
cos (LS")=cos (LX)eos (S"X) -|- cos [L Y)cos (S"Y) -j*cos ( LZ)eos (5"Z) , 
cos(LS"')=cos(LX)co$(S"'X)+cos (LY)cos(S" , Y)-{-cos ( LZ'jcos (S'"Z) , 
ec.ec 

Ora se si moltiplica la prima di queste equazioni per 5 e si avverta essere 
Scos(SX)=P, Scos(SY) = Q, Scos(SZ)=R, 

abbiamo 

Scos(LS) = Pcos(LX) + Qcos(LY) + Rcos(LZ) ; 

inoltre in virtù delle altre seguenti, se si moltiplichino le equazioni (a) la 
prima per cos(LX ) , la seconda per co^LY ) , la terza per codJ.Z) e poscia si 
aggiungano insieme , ricaviamo 

P cos(£, X)-f- Qcot(L Y) -{-Rcos(LZ)=S'cos(LS ')+S' 'cos{LS' ')+ 5" 'co*(/.A''")-}» . . . 

Adunque 

Scos(LS) — S'cos(LS') -{- 5"cos(ZX ,, )-J- S'"eos(L5'") + . . . 

La componenti cioè della risultante S secondo Una direzione qualunque L è 
uguale alla somma delle componenti delle forze S', S", S'", . . . secondo questa 
stessa direzione. 
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Si prenda sulla direzione della retta L del punto A una parte qualunque 
finita AO, e questa s’intenda proiettata sulle direzioni delle forze S, S',$", 
5”',. . . chiamando s, s', s", s''',. . . le sue proiezioni, avremo 

t = \Qco4J£) , s' = AO cos(LS ') , s" = AO cos(LS ") , . . . 

Per la qual cosa , se si moltiplichi per AO la equazione precedente, si otterrà 
Ss = SV + S"t" + S" V" + . . . , 

in cui ciascuna delle quantità s, s' , s" , , . dovrà considerarsi come 

positiva o come negativa secondo che la proiezione dalla medesima rappre- 
sentala cade sulla direzione stessa della forza , ovvero sol suo prolunga- 
mento. 

19. Sulla curva LM ( fig. io.*) riferita a due assi ortogonali OX , OY 
per mezzo della equazione y = /(a;) sia il punto A sollecitato dalla forza 
AP — P nel senso delle ascisse x , e dalla forza AQ = Q nel senso delie or- 
dinate y. A queste due forze si vogliono sostituire altre due, l’una T che 
agisca in direzione della tangente TAT', l’altra N che agisca secondo la nor- 
male NAN'. 

Risolvendo la forza P in due , i' una secondo TAT', l’ altra secondo 
NAN', sarà la prima (10) Pcos ATX , la seconda PsenATX. E similmente ri- 
solvendo la forza Q in due , 1’ una secondo TAT', l’altra secondo NAN', sarà 
la prima (tsenATX , la seconda QcosAIX. Ora allorché le forze P, Q si sup- 
pongono , come nella figura, dirette nel senso degli assi positivi , le due 
componenti tangenziali sono cospiranti , e le due componenti normali riescono 
opposte fra loro : dippié essendo y=/(x) la equazióne della curva , sarà 

rw= 5 i=.«. J Arx , ATX , 

e quindi , chiamando s l’arco LA , 


senATX : 


t 1 dy 

cosecA'TX i j3 di 


v.+g; 


eia ATX — 


1 


dx 


mcATX 




ds 


/ 


Adunque si avranno (8: 3. n ) 



Pdx Qdy 

ds 

d* 

ds 

= p d l- 

0—- 

Pdy — Qdx 

ds 

^ ds 

da 
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Che se alcuna delle Ione P , () agisca in senso opposto alle rispettive coor- 
dinate, dovrà prendersi fregati va. 

Vicendevolmente, date due forse T , N, l'una diretta secondo la tan- 
gente TAT', l’altra secondo la nomiate NAN', si potranno sostituir loro altra 
doe forse P, Q agenti nel senso delle x, e delle y ; e saranno 

Tdx+Ndy n Tdy — Ndx 

,,= — Z ’ Q ~ 7, ’ 

le quali formolo potrebbero dedursi dalle precedenti considerando in esse 
P, Q come due incognite; ma supponendo che le direzioni delle due forze 
T, N facciano angolo acuto con le x positive, le medesime si dimostrano 
con un ragionamento dei tetto analogo al gii fatto per quelle prime. Che 
se alcuna delle forze T , N avesse direzione contraria , si dovrebbe assu- 
mere negativa. •. 

CAPO II. 

DELLA COMPOSIZIONE E DELLA RISOLUZIONE DELLE FORZE PARALLELE 
APPLICATE A» UN SISTEMA INVARIABILE DI PUNTI. 

20. Finora abbiamo insegnato a comporre ed a risolvere te forze nella 
ipotesi che queste fossero applicate ad un punto solo. Ora fa d’uopo con- 
templare il caso in cui le forze si applicano a più punti che supporremo dap- 
prima invariabilmente connessi fra loro. Tali forze possono essere o paral- 
lele fra loro, o dirette nello spazio io un modo qualunque: della compo- 
sizione e della risoluzione delle ultime tratteremo nel capo seguente, ed in 
questo noo di altro ci occuperemo che delle forze parallele. 

Più punti che o nell’ islesso o anche m diversi corpi si considerano fra 
toro connessi invariabilmente , in modo cioè che un movimento di trasla- 
zione di ano importi ancora un movimento di traslazione negli altri, che 
supponendosi fisso uno di essi , gli altri non possano concepire alcun movi- 
mento di traslazione , e che comunque si muovano , le loro distanze scam- 
bievoli non restino in modo alcano alterate , diconsi formare un sistema m- 
variabile. Laonde , per poco che si rifletta , si vedrà chiaro che tetti i 
corpi solidi sono altrettanti sistemi invariabili di punti. 

21. Se due forze parallele ed agenti per lo stesso verso , si applicano ai 
due punti A , B ( fig. li .*) invariabilmente fra loro connessi per messo della 
verga rigida AB , la risultante sarà parallela alle componenti , uguale alla 
loro somma , e là sua direzione dividerà la verga in parti reciprocamente 
proporzionali alle forze stesse. 

Le due forze parallele sieno AP, BQ. Applicando ai punti A, B due 
forze qualunque AM, BN uguali ed opposte, le quali agiscano nella direzione 
delta verga AB , si compiano i parallelogrammi AMXP, BNYQ , « si segnino 
le diagonali AX, BY. Le forze aggiunte AM, BN distruggendosi seanibievol- 

Mecc. 3 
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mente , la risultante delle due furie AP, BQ sarà la stessa eh e. quel la delle 
quattro AP, AM, BQ, BN , ovvero delle due AX, BV. Si prolunghino le di- 
rezioni AX , BY finché s'incontrino in S, e le forze stesse AX, BY si tra- 
sportino in S prendendo SD = AX, SE=?=BY e rappresentando con SD la 
intensità della forza AX e eoo SE la intensità della forza BY. £ chiaro che 
per siffatto trasferimento niuna mutazione ha luogo nell’azione delle forze 
conservandosi ad esse la stessa intensità e la stessa direzione : per la qual 
cosa , la risultante delle due forze SD, SE sarà la stessa che quella delle due 
AX, BY. Ora se risolviamo ciascuna delle forze SD, SE in due, una secondo 
KL parallela alla verga AB , l'altra secondo SG parallela alle forae AP, BQ, 
si otterranno le forze SO, SK, SZ, SL uguali rispettivamente alle forze AP, 
AM, BQ, BN, e quindi secondo KL risulterà una forza =SK— SL=AM— 
— BN=0 , e secondo SG una forza — - SO -f- SZ ^ AP BQ, la quale espri- 
merà la risultante delle due forze SD, SE. Adunque , prendendo GR=AP-|- 
+BQ, sarà GR la risultante delle due forze parallele AP,BQ. Inoltre essendo 
simili i triangoli APX, AGS, come pure i triangoli BQY, BGS, si avranno le 
proporzioni 

AP:PX = SG:AG , BQ : QY = SG : BG , 

donde ' ’ • " '•«' • ' . <■ ■ ■■'• ■ - * 

AP.AG ==PX.SG , BQ.BG = QY.SG. 

Ma PXrscQY, e conscguèntemente PX.SG = QY.SG. Adunque ÀP. AG = 
= BQ.BG ,'e quindi * 

AP-.BQ =BG:AG , ' .. . 

con che resta dimostralo che la direzione della risultante GR divide la verga 
AB in parti reciprocamente proporzionali alle forze AP, BQ. 

‘22. Se due forte parallele AP, BQ (/iy. fa.*) applicale agli «fremi 
A, B della retta inflessibile AB, agiscano in senso opposto V una all’ altra , 
sarà la risultante parallela alle componenti , uguale alla loro diff erenza , agirà 
nel senso della forza maggiore , ed il punto (ì nel quale essa dovrà applicarsi 
non più si frorerà nell' intervallo AB , ma fuori dalla pai te della forza pre- 
valente ; le sue distanze perù dai punti di applicazione delle forze saranno an- 
che qui «ri ragione reciproca delle forze stesse.. 

Ai punti A, B s’ intendano applicale due forze uguali cd opposte AM,BN 
di qualunque grandezza dirette secondo la AB prolungala ; fatte le medesime 
costruzioni di sopra , la risultante delle due forze AP, BQ sarà la stessa che 
quella delle due AX, BY equivalenti alle quattro AP, AM, BQ , BN. Ora se 
si trasportino le due forze AX, BY nel punto S dove s’ incontrano le loro di- 
rezioni prolungate , c quivi si risolva ciascuna di esse in due, una secondo 
KL parallela ad AB, l' altra secondo SG parallela alle forze AP, BQ, se- 
condo KL si avrà una forza =AM — • BN = 0 , e secondo SG una forza 
= AP — BQ. Adunque, prendendo GR = AP — BQ, rappresenterà GR la 
risultante delle due forze parallele cd opposte AP, BQ , la quale è parallela ad 


Digitized by Google 



19 

esse, uguale alla loro differenza , ed agisce nel senso della forza maggiore 
AP. Inoltre per la' somiglianza dei IriangoliAPX, AGS ; BQY, BGS, avremo 
anche qui le proporzioni 

AP:PX = SG:AG, BQ:QY=SG:BG, 


le quali , per essere PX = QY , daranno 

, . AP:BQ=i=BG:AG. . ■ 

; , , ■ i * i ... . ’ ,r 4 ■ ■ . 

Adunque le distanze del punto G nel quale si applica la risultante, dai punti 
A,B nei quali sono applicate le componenti , sono in ragione inversa delle 
stesse componenti. 

23. Ponendo AP=P , BQ=(), GR=fl, la quantità della risultante R 
di due forze parallele P , Q si otterrà dalla equazione 

R = P±Q, 


dove ha luogo il seguo superiore quando le forze agiscono per lo stesso 
verso , e l'inferiore quando agiscono in senso opposto 1’ una all'altra. Dip- 
pìù , chiamando a la lunghezza della verga AB , ed x la distanza del punto 
G dal punto A , avrà luogo la proporzione 


x:a^f.x = Q:P , donde a?: 


ritenendo sempre il segno supcriore per le forze che agiscono nello stesso 
senso e 1' inferiore per quelle che agiscono in senso opposto. 

24. Propongàsì ora no sistema invariabile di punti come A,B,C, D,... 
( fig. 13.0) ai quali sicoo applicate le forze parallele AP=P, BQ=(?, 
CR = B, DS = S,. . . ; cercasi il valore della risultante 2 di tutte queste 
forze. 

I punti A, B'si congiOngano mediante la retta AB, questa si divida (23) 
in F in guisa che si abbia la proporzione AF:BF — Q:P, c poscia pel punto 
F si tiri FM = P + () parallela alle forze P, Q e diretta nel senso di esso} 
sarà (21) evidentemente FM la risultante delle duo forze P, Q. Inoltre si 
uniscano i ponti F, C con la retta FC, la quale si sechi in F' per modo che 
abbia luogo la seguente proporzione FF':F'C = P:P4-0, e per F' si con- 
duca F'M' = P -f Q ■+• R parallela alle forze P, Q, R e diretta nel senso 
delle medesime; esprimerà F'M' la risultante delle due forze P+ Q ed R, 
ossia delle tre P, Q, R. Di nuovo congiungendo i punti F' , D con la retta 
F'D, e dividendo questa in F" in maniera che si abbia F'F'';F"D — S;P-f- 
+ pel punto F” si tiri F''M"=P -£-(? + P-+-S parallela allo 

forze P, Q, R, S e dalla stessa parie verso cui sono queste dirette ; rappre- 
senterà F"M" la risultante delle duo forze P + 0-+-P ed 5, ossia quella 
delle quattro P, Q , ii, S. E cosi appresso si pròcederebbe relativamente agli 
altri puoti del sistema ed alle altre forze ad essi applicate. Per la qual cosa , 
la risultante 2 di latte le forzo parallelo P, Q, R, 5, .. . sarà parallela alle 
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componenti , agirà, nel senso di quelle «he godranno maggiore intensità , ed 
agguaglierà la somma o la differenza delle componenti , secondo cbe tutte o 
non tutte agiranno per lo stesso verso. Quindi , avendo riguardo al segno 
di ciascuna forza , si avrà sempre 

2 — P+Q+R + S+.... 

25. Il punto a cui si applica la risultante di un qualunque numero di 
forze parallele dicesi centro delle forte parallele. Dal detto poi nei numeri 
precedenti si deduce che nel centro delle forze parallele si paò intendere con- 
centrata e raccolta la somma di tutte le forze, riducendosi cosi ogni sistema 
di forze parallele ad un punto solo animato da una sola forza. Pertanto in 
dne modi si paò procedere alla ricerca del centrò delle forze parallele. Il 
primo consiste nella costruzione geometrica insegnata sopra (24), ed il se- 
condo nella determinazione analitica della sua posizione rispetto a tre assi 
ortogonali , come si mostrerà nel seguente numero. 

Prima però dì procedere a siffatta determinazione non sarà fuor di pro- 

. 1, - ' aQ ' 

posilo il premettere quanto segue. Dalla equazione x =s= esposta so- 

pra (23) , ne deduciamo che U direzione della risultante di due forze pa- 
rallele uguali ed agenti nel medesimo senso divide per metà la retta cbe uni- 

, . .a 

sce i ponti di applicazione delle componenti; infatti se P—Q , riesce s = - , 

e la risultante uguale al doppio di ciascuna delle componenti. Cbe se le 
forze parallele agiscano in Benso opposto , dalla stessa equazione si fa chiaro 
cbe il punto di applicazione della risultante tanto più disierà dai puoli di 
applicazione delle componenti quanto più piccola si supporrà la differenza 
fra le componenti medesimo , in guisa che prendendo P=Q risulterà x=s» , 
e la risultante =0. Quindi due forze parallele cbe sono uguali ed opposte e 
che non giacciano nella medesima retta non ammettono alcun centro. E per 
verità il centro di due forze parallele applicate alle estremità di una verga 
rigida è un punto della medesima verga nel quale se si trasportano le forze 
sonza alterare la direzione e la intensità loro , la verga per la simultanea 
azione di queste dovrà concepire quel movimento stesso che concepisce quando 
esse sono applicale alle sue estremità. Ora quantunque sia vero cbe due forze 
parallele uguali cd opposte non inducono nella verga molo alcuno di trasla- 
zione, pure per la loro simultanea azione essa concepisce ao movimento di 
rotazione intorno al suo punto di mezzo. Ma oiun punto può assegnarsi nella 
verga in cui intendendo trasportale quelle due forze uguali ed opposte essa 
di fatto concepisca il suddetto moto di rotazione. Adunque due forze pa- 
rallele uguali ed opposte non hanno centro. Ed in questa sola ipotesi due 
forze parallele non possono comporsi io una sola ad esse equivalente. Si 
aggiuoga cbe ìu tal caso non vi avrebbe alcuna ragione per la quale questa 
forza uuica dovesse agire piuttosto in in senso che in uo altro, 
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Si abbia ora un ««tema invariabile di punii ai quali supponiamo ap- 
plicale lo n Forze parallelo P, Q, R, S, ■ . . , W; può darai il caso che nel 
comporre le prime n — 1 forze col metodo esposto nel numero 24 si ot- 
tenga una risultante uguale e contraria alla n'““ forze W ma non posta 
nella medesima linea retta con questa. Ora si è già dimostrato che queste 
due forze non hanno centro. Adunque nella supposizione in cui ci troviamo 
il proposto sistema invariabile sarà privo di centro. 

26. Date le forze parallele jP, Q, R, S ,. . . applicate ai punti A, B, 
C, D,. ». ( fig. i4- a ) collocati in un modo qualunque nello spazio e deter- 
minali relativamente ai tre assi ortogonali OX,CY,QZ per mezzo delle 
coordinate *, y, z; x' , y' , x" , y", z"; x'", y'", ., si cercano 

le Ire coordinate X, F, Z, le quali per rispetto agli stessi assi determinano 
analiticamente la posizione nello spazio del centro di tutte le date forze pa- 
rallele. 

Dai punti A , B si abbassino sul piano XOY le perpendicolari Aa , Bb , 
le quali perciò saranno parallele all’asse OZ , e dovranno rappresentarsi 
con z,z'; per i punti poi a,b si conducano all’asse OX le rette a*, b(S paral- 
lele all’asse OY , saranno le a* , b/3 uguali rispettivamente alle ordinale 
y, y' , e le O*, 0/3 alle ascisse x , x'. Congiungendo i punti a , b con la retta 
ab, questa retta sarà la proiezione della AB sul piano XOY , e perciò se si 
abbassi dal punto F, che supponiamo essere il centro delle due forze P, Q , 
sullo stesso piano XOY la perpendicolare Ff, il punto f dovrà necessaria- 
mente cadere in un punto delia ab: dal punto f poi se si conduca all’asse 
OX la f$ parallela all’asse OY, le tre rette O 9 , fq> , Ff saranno le coordi- 
nate del centro F. Dinotiamo queste coordinate con X', F', Z', e tiriamo te 
Fm, Bn parallele alla ab, e le aa', ff' parallele all'asse OX. 1 triangoli AFm, 
FBn essendo simili, come pure i triangoli aa'f, ff'b , avremo le seguenti 
proporzioni ( 21 ) 

P:()=sBF:AF=Bn:Fm = bf:af=ff':aa'=q>/9:*$=x' — X':X' — x, 
P:0=BF:AF=Bn:Fm=bf:af=bf':a , f=s'— Y';Y' — y, 
P:(?=BF:AF=Fn:Am=Z' — *':z— Z', 

e quindi le equazioni 

(P+Q)X' =Px+Q*', 

.V c^+e)!" =*/+(¥, 

. (P+Q)Z' = Pz + Qz'. 

S’ intenda ora il punto F congiunto col terzo punto C del sistema al quale 
è applicala la forza R ed ha per coordinate x", y", z", e sia F' il centro 
delle due forze P 4 . Q ed R; chiamando X", Y" , Z" Iq coordinate di questo 
centro , se relativamente ai punti F, C , ed F' si fa la stessa costruzione che 
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qui sopra è stata fatta per i punii A , B, ed F , con un ragionamento affatto 
simile al precedente si giungerà ad ottenere le seguenti altre equazioni 

‘ * * • . ’ - . s . ' | . . 1 . 

(P + Q + R)X" =i (P -i- <?)*' -f Rx " , 

(P + Q + R)Y"=(P+Q)Y' + Ry", 

(P -I- Q + R)Z"=* (P + Q)Z' + Rz " , 

e nei secondi membri di queste , sostituendo i valori di ( P + Q )X ' , 
(P-j- Q)Y ' , (P-J-())Z' tolti dalle superiori equazioni, avremo 

(P _f Q + R)X'‘ — Px + Qx' + Rx", 

(P + Q + R) Y" = Py + Qy' + Ry", 

(P+Q + R)Z".= Pi + Qx' + Ri". . 

Progredendo io simil guisa fino al centro di (ulte le forze al quale corri- 
spondono le coordinate X, F; Z, otterremo universalmente 

(P+Q+R+S+ . . .)X z=Px+Qx'+Rx"+Sxl"+ . . « \ 

( P+Q+R+S + . ..)Y = Py+Qy'-tRy" +Sy"' + . . . ( ( 6 ) , 

. . (P+0+P+5+. ..)Z = Pz+Qi'+Rz"-i-Sz"' + . .. 1 

donde si dedurranno i cercati valori delle X » Y, Z come qui appresso 



IT 

a- 

o 

- P + CI + K + S + ... 

a(P) ’ 

Py + Qy'+ Ry" + Sy'"+ ... 

■ <Py) 

P+Q + R + S + ... 

°(P) ’ 

7 Pi + Qi' 4- Rz" + Sz'" + . . . 

o(Pz) 

P + Q + R+S + ... 

e(P) ’ 


rappresentando con i simboli o(P*) , a(Py ) , o(Pz) le somme dei prodotti 
che nascono dal moltiplicare ciascuna forza per la rispettiva coordinata , e 
con a(P) la somma di tutte le forze ossia la loro risultante. 

La figura 14.* suppone che tutti i punti A, B, C, D,... sono situati 
dalla medesima parte rispetto ad uno stesso piano coordinato; cosi per esem- 
pio suppone che tutti quei punti sono situali sopra il piaoo delle xy , che 
cioè le loro coordinate s sono tutte positive. Ma è agevole il dimostrare che 
se la terza delle equazioni (6) ha luogo per una tale ipotesi , avrà luogo 
eziandio quando queste coordinate sono parte positive e parte negative. In - 
fatti , trasportando il piano delle xy parallelamente a se stesso ad una di - 


Digìtized by Google 


23 

stanza qualunque h sopra la sua posizione primitiva, e chiamando z 0> *■ , 
s, , z, , . . . le coordinate dei punti A, B, C, D,... parallele all asse OZ, e Z, 

quella del centro delle forze parallele, avremo . . . * 

Z ,=Z — h , s„=z-h, *.=*'— h, z,=z" — h, s s —t '"—A,..., 

e quindi se soltraggbiamo dalla terza delle equazioni ( 6 ) la cquaziono iden- 
tica . , . i 

(P 4 . Q 4 . R + S + . • . ) h = Ph + Qh + . Rk + Sh + . . . 

risulterà ■ - 

(P + (> 4 . R-J-S-f. . .)Z, = Pz 0 +(>*, + Rz,+S3ì+ 

nella quale le coordinate z,, z,„.. , Z, possono essere positive o ne- 

gative. Adunque le equazioni (ò) avranno luogo qualunque sia la situazione 
dei punti di applicazione delle forze parallelo rispetto ai tre piani coordinali. 

27. Se lutti i punti del sistema giacciono in un piano, prendendo su 
questo piano le coordinate x, y si annullano le ordinate z, e rimangono le 
sole equazioni 

y <P*) (**) 

. *. A “u(P) * «(P)' 

E se tulli i punti si trovauo in una stessa linea retta , considerando questa 
come l’asse delle ascisse x , svaniscono anche le ordinate y , e resta la sola 
equazione 

- . v _o(Pas) 

®(P)- * 

28. Il prodotto di una forza per la distanza del suo punto di applica- 
zione da un dato piano , dicesi momento di quella forza per rispetto a que- 
sto piano. LI piano poi rispetto al quale si prendono i momenti di tutte le 
forze applicale ad un sistema , si chiama piano dei momenti. Più spesso 
però questa stessa parola momento si adopera io diverso significalo, come in 
appresso si farà chiaro. Pertanto possiamo qui enunciare il seguente. teore- 
ma : In ogni sistema di forze parallele il momento della risultante rispetto ad 
un piano qualunque è uguale alla somma dei momenti delle componenti rispetto 
allo stesso piano. Infatti prendcBdo questo piano per quello delle yz, il mo- 
mento della risultante è a(P).X , la somma dei momenti delle componenti 
è a(Px). Ma (26) o(P).X — o(Px). Adunque ec. 

Se il piano dei momenti passa pel centro delle forze parallele, la somma 
dei momenti delle forze componenti è nulla. 

29. La posizione del centro di un numero qualunque di forze parallele 
P, Q , R, S ,. . . non dipende dalla direzione di queste forze ma unica- 
mente dipende dai valori delle medesime e dalla posizione dei punti A, B, 


Digitized by Google 



24 

C, D,... di applicazione , ossia dai valori delle coordinale * , y , z; 
r',/, Per la qual cosa , purché le forte conservino gli stessi valori 

e si mantengano parallele, la risaltante seguirà sempre a passare pel mede- 
simo ponto comunque si facciano girare le forze intorno ai loro punti di 
applicazione. 

30. Come di più forze parallele date, si compone una sola , cosi una 
forza data potrà risolversi per nna operazione inversa in più altre ad essa 
parallele cd equivalenti. Si comprende però che quando non é dato che il 
numero delle forze nelle quali si vuole decomporre la proposta , la risolu- 
zione pnò farsi in infiniti modi in guisa che il problema di sua natura è 
indeterminato. Rendesi però determinato aggiungendo altre condizioni come 
per gli esempii che qui soggiungo si farà chiaro. 

1 Risolvere la data forza S applicata al punto G ( fig. il." e 12.* ) in 
due P , Q applicate ai punti A , R else si suppongono dati sulla stessa linea 
retta coi punto G. 

Abbiamo ( 21 . 22 ) - . * 

P:Q = BG:AG, 

e quindi .' 

P±Q:P = BG±AG:BG , f , ±C>:0 = BG Jt;AG:AG , 

dove si farà uso del segno •+• quanto il punto G rattrovasi nell’ intervallo 
AB , e del segno — allorché G si dà fuori di questo intervallo. Per la qual 
cosa , nell’uno e nell’altro caso si avrà 

$:/•:<?= AB:BG:AG, 


donde si otterranno i cercati valori delle forze P , Q espressi per 


S.BG 

:_ ab" 


Q = 


S. AG 
AB ‘ 


2.° Risolvere la forza S applicata al punto G (fig. 15.“) in Ire P, Q, R 
applicate ai tre punti dati A, B, C non in linea retta. 

Unendo i dati ponti mediante le rette AB, AC, BC, si formerà il trian- 
golo ABC, il quale per mezzo delle rette GA, GB , GC resterà divisò nei tre 
triangoli AGB, AGC , BGC. Sarà 

S: P: Q : R — ABC : bgc : aqc : agb. 

Infatti prolungando AG in E , e risolvendo la forza S in due P , X appli- 
cale ai punti A ed E, otterremo (l.°) 


5:P;A-=AE:GE:GA; 

quindi risolvettdo la forza ,Y in due (>. R applicate ai punii B e C , si avrà 


x:Q:R= BC:CE:BE. 
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Da sitì'atte proporzioni ricaviamo 


A . A E A'.GE 

S = "ga" ’ " GA ’ 


A, ci- 
ne 



e 


conseguentemente sarà 

s:P:Q:R 


AE.GE.CE BE 
GA’GA’BC'BC 


Moltiplicando il secondo membro pel prodotto GA.BC , risulterà 

s:P:():k=bc.ae:BC.ge:ga.ce:GA.be. 

Ora i quattro prodotti 

bc.ae, bc.ge, ga.ce, ga.be 

sono proporzionali ai quattro triangoli 

ABC , BGC , AGC , AGB ; 





imperocché ciascuno di questi triangoli é rappresentato dal corrispettivo 
prodotto moltiplicato per la metà del seno dell’angolo AEB. Adunque ec. 

Se il punto G cade fuori del triangolo ABC , le tre forze P, Q, R non 
agiranno tutte per lo stesso verso della forza S. Cada il ponto G dentro l’an- 
golo A del triangolo, le forzo agenti sui vertici B, C cospireranno colla S, 
la forza agente sul vertice A sarà opposta. Avverrà precisamente il contra- 
rio so il punto G cade nell’ angolo opposto al vertice dell'angolo A. 

Se i tre punti A, B, C sono nella stessa linea retta il problema diviene 
indeterminato, o lo stesso accade se i punti dati sono più di tre, le quali 
cose qoi subito dimostreremo. 

31. Si abbia un sistema di forze parallele P, Q, R, S , . . ., e condotto 
un piano , che supponiamo essere quello delle xy , attraverso le loro direzio- 
ni , sieno x,y; x' , y 1 ; y" ; x'",y"';... le coordinate dei punti per 
i quali passano le forze P, Q, R, S,. . . Dicasi ^ la risultante, e con A, Y 
si rappresentino le coordinate di quel punto del piano per dove passa. Inten- 
dendo trasportale le forze tutte nei puuti 
(A, 1') , avremo (26. 27) le tre equazioni 

2 = P+Q + R+ S+ 

3A= Px + Qx' + Rx" + Sx + . . . , 

2 Y= Py + Qy‘ + Ry" + Sy'" + . . . . 

Qui se date le componenti e dati ancora i loro paoli di applicazione si 
cerca la risultante ed il punto al quale dovrà applicarsi, si vede subito tante 

jWccc. 4 


Digitized by Google 



26 

essere le incognite quante le equazioni, onde il problema è determinato : 
ma se data la risultante e dato ancora il punto dove la medesima é applica- 
la , si vogliono le componenti ed i loro punti di applicazione , il problema è 
di Sua natura indeterminalo. Volendosi poi che le componenti passino per 
dati punti del piano saranno conosciute le coordinate x, y; x',y';x",y"; 
x'", y'" • e rimarranno solo a determinarsi le componenti stesse P , Q , 

R , S , . . . ove scorgesi facilmente che il problema riuscirà determinato al- 
lorché i punti dati sieno due, ovvero tre ma non situati nella medesima ret- 
ta. Infatti 

1. ° Supponiamo ebe i punti dati sieno due ; per determinare le compo- 
nenti P, Q si avranno le equazioni 

2=p+(?, tx =Px+Qx', 2r=Pjri-cy. } (I) 

E qui si noti che se 

y,=ax, + b 

esprime la retta che passa per i punti di applicazione delle P, Q, saranno 
ancora 

y = ax -f- 6 , y' = ax' ■+• b , 

e sostituendo questi valori di y ed y' nella ultima delle equazioni (1), avremo 
2F= P(ax + b) + Q(ax‘ + 6) = a(Px + Qx') + 6(P + Q), 
la quale per le due prime delle medesime equazioni (1) si mula in 

e dividendo per 2 

Y = aX+b, 

la quale ci mostra che il punto di applicazione della risultante si trova sulla 
retta che passa per i punti di applicazione delle componenti. 

2. ® Supponiamo che i punti dati sieno (re , avremo per determinare te 
componenti le equazioni 

2=P+Q+R, 2X=Px+Qx'+Rx" , 2Y=Py+Qy'+R y ".)(2) 

Ma se i tre punti dati sono in linea retta , supponendo che 

y, = ax, + 6 

sia la equazione di questa retta , dovranno eziandio aver luogo te seguenti 
. . y= ax + b, y' — ax' + b , y" =s ax" + 6 , 
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in virtù delle quali la terza delle equazioni (2) si cangerà in 
2F = P(ax + 6) -t- Qiax' + b) + R(ax" + b) = 

= oiPx + Qx'+ Rx") +b(P + Q+ R) = a2X + 62 , 

f ' 

e dividendo per 2 

K = nJi:+6. 

Adunque la retta sulla quale si trovano i punti di applicazione delle com- 
ponenti passerà ancora pel punto dove é applicata la risultante. Ma in tal 
caso presa questa retta per asse delle ascisse, le tre equazioni (2) si ridu- 
cono a due solamente. Adunque il problema ù indeterminato quando i tre 
punti si danno sulla medesima retta. 

CAPO III. 

OBI MOMENTI DI ROTAZIONE E DELLA COMPOSIZIONE DELLE FORZE APPLICATE 
1« QUALUNQUE MODO AD UN SISTEMA INVARIABILE DI PUNTI. 

32. Si abbia la spranga rigida AB ( fig . l6.“) alle cui estremità s’ in- , 
tendano applicate le due forze AP, BQ parallele normali alla verga ed op- 
poste , e si supponga la prima doppia della seconda , mentre questa la 
consideriamo come unità di forza. Dividendo la verga AB per metà in D , 
la distanza AD della forza AP dal punto D , che noi supporremo Gaso , si 
prenda come unità di distanza. Quelle due forze faranno evidentemente 
concepire alla verga una rotazione intorno al punto D come tre. La loro 
risultante adunque dovrà pure produrre nella verga uu movimento di ro- 
tazione intorno al punto D come tre. Ora questa risultante, che nella figura 
rappresentiamo con GR, ed è =AP — BQ = BQ=1 o dista dal punto D 
come tre; infatti avendosi GA:GB = BQ:AP = 1;2, sarà GD=3. Quindi 
potendosi il moto di rotazione indotto nella verga dalle forze AP , BQ in- 
durre dalla sola forza AP' = AP + BQ — 3, si deduce primieramente che 
la intimità (*) della rotazione di una verga intorno ad on suo punto é (a 
stessa, ossia che quella venga indotta in questa da una forza che agisca 
come tre e disti da quel punto come uno , ossia che venga indotta da una 
forza la quale agisca come udo e disti dal medesimo punto come tre. . 

Si suppongano ora agli estremi della verga rigida AB applicale come 
sopra le forze AP' = 3 , BQ' =2 ; siffatte forze faranno girare la verga 
intorno al punto D come cinque : lo stesso dunque dovrà fare la loro ri- 
sultante G'S. Ma G'S = AP' — BQ'=i , e dista dal punto D come cin- 
que; e per verità in virtù della proporzione G'A:G'B = BQ':AP' ss 2:3 
si ba G'A doppia di AB , e quindi G'O = 5. Adunque poiché la forza 


(’) Per intensità di rotazione intendiamo in questo luogo l’angolo che la retta AB 
descrive intorno al punto D nella unità di tempo. Adunque la rotazione si dirà piu o 
meno intensa secondo che questo angolo sarà maggiore o minore. 
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AP" = AP' + BQ' == 5 , per ciò che riguarda le rotazione della terga AB , 
produce lo stesso effetto che per la loro simultanea azione producono le due 
forze AP' , BQ', s'inferisce ancora che la intensità della rotazione di una 
verga intorno ad nn suo punto è la stessa sia che si generi da una forza che 
agisca come cinque c disti come uno da qnel punto , sia che sì generi da 
una forza che agisca come uno e disti dal punto stesso come cinque. 

Nella stessa maniera si dimostrerebbe che una forza come sette distante 
come uno dal punto D, per ciò che riguarda la intensità della rotazione 
della verga AB intorno al punto D, fa quello stesso che farebbe una forza 
come uno distante come selle dallo stesso punto D. E cosi appresso. 

Dalle quali cose si può universalmente dedurre clic la intensità della 
rotazione di una spranga rigida intorno ad un suo punto i in ragione compo- 
sta della forza che induce la rotazione , e della distanza della medesima forza 
da quel punto. 1 . 

33. Il prodotto di una forza , la quale c in intensità e in direzione sia 
rappresentata da una linea retta , nella distanza della medesima forza da un 
qualche punto fisso , dicesi momento di rotazione dalla forza rispetto al punto 
fisso: questo punto si chiama centro del momento: il piano nel quale si trova 
la direzione della forza ed il centro del momento, si nomina piano di rota- 
zione: finalmente la retta condotta pel centro del momento perpendicolare 
al piano di rotazione , appellasi asse di rotazione. 

Da queste definizioni si rileva che il momento di rotazione è la vera 
misura della intensità di rotazione di una qualunque spranga rigida intorno 
ad un suo punto ; infatti una (ale intensità vieu misurata , come si è dimo- 
strato nel numero precedente, dal prodotto della forza applicata alla verga 
nella distanza della medesima forza da quel punto. Quindi chiamando P la 
forza, e con p dinotando la sua distanza dal punto fisso, Pp sarà il momento 
di rotazione della forza P rispetto al medesimo punto. 

34. Il momento di rotazione della risultante OR (fig. 17. a 18 a ) di due 
forse OP , OQ che concorrono in uno stesso punto 0 , è uguale alla somma o 
alla differenza dei momenti di rotazione delle componenti , secondo che il cen- 
tro F dei momenti è dato fuori ovvero dentro l’angolo POQ delle componenti , 
o dentro l’ angolo HOC opposto al vertice. 

Si conduca per i punti O , F la retta indefinita OF : dal punto F sopra 
le direzioni delle forze si tirino le perpendicolari Fr , Fp , l’q ; dico essere 

OR.Fr=OP.Fp±OQ.Fq, . . 

il segno superiore corrisponde alla figura 17.“ nella quale il centro F sta 
fuori dell’angolo delle forze , e l’ inferiore alla 18. a in cui il centro F si dà 
nell’angolo delle forze. 

Imperocché sulla retta indefinita OF tirando dai punti P , Q , R le per- 
pendicolari PP', QQ', RR', e parallelamente alla medesima OF conducendo 
nella figura 17. a PA e nella figura 18. a RA, e finalmente compiendo il pa- 
rallelogrammo OPRQ, risulteranno uguali i triangoli rettangoli OQQ', PAR, 
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o perciò QQ' nella figura 17/ sarà uguale ad AH e nella 18/ ad AP ; laonde 
in quella si avrà . . 


ed io questa 


KR' = AR' + AR = PP' + QQ‘ , 
RR'^PP' — AP= PP' — QQ'. 


Ma dai triangoli simili FOr, ROR' ; FOp , POP'; FOq , QOQ' si hanno le 
proporzioni 

FO:Fr = OR:RR', FO;Fp = OP:PP' , FO:Fq = OQ’.QQ' , 

dalle quali si ricavano 


Adunque 


OR.Fr 


00 ' 


OQ. Fq 
FO 


OR.Fr OP.Fp . OQ.Fq 
FO = FO ± FO ‘ 


Togliendo il comune denominatore FO , si otterrà la equazione che doveva 
dimostrarsi. 

Supponendo pertaoto che il punto F sia fisso, consideriamo le normali 
Fr, Fp, Fq come rette inflessibili, ed intendiamo alle loro estremità r, p, q 
applicate le forze OR, OP, OQ. In tale stato di cose queste forze produr- 
ranno unicamente moti di rotazione intorno al centro F, e dalia sola ispe- 
zione delle figure si fa chiaro che esse faranno girare nei medesimo senso i 
rispettivi punti r, p, q intorno ad F se questo si trova fuori dell’angolo 
POQ, ed al contrario se il centro F si trova dentro questo angolo ovvero an- 
cora dentro l’angolo opposto al vertice, le componenti OP, OQ faranno gi- 
rare intorno ad esso i punti p, q in sensi con trarii , nella quale ipotesi la 
risultante OR farà rotare il punto r nel medesimo senso di quella componente 
di cui il momento di rotazione sarà maggiore. 

35. Chiamando P, Q le componenti OP , OQ ed R la risultante OR, e 
rappresentando con p, q, r, le distanze Fp, Fq, Fr di queste forze dal cen- 
tro F, i prodotti Pp , Qq , Rr dinoteranno L momenti di rotazione delle due 
componenti e della risultante , e per ciò che si è dimostralo nel numero pre- 
cedente sarà sempre 

Rr = Pp+Qq, 

comunque si prenda il centro dei momenti nel piano delle forze, purché si 
abbiano come negativi i momenti che agiscono, in Senso opposto a quelli che 
arbitrariamente si prendono come positivi. Ed in generale se più forze P, 
Q, R,S,... poste in uno stesso piano concorrano in un sol punto e si 
compongano in una sola risaltante 2 , ed i loro momenti di rotazione in- 
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Ionio ad no centro preso comunque nel piano delle forze si dinotino con 
Pp, Qq, Rr , Ss,..., 2;s, agevolmente si dimostrerà 

2,s = Pp + Qq + Rr + Ss + , 


il momento ci oi della risultante uguale alla somma dei momenti delle forte 
componenti. 

36.. Il teorema dimostrato nel numero 34 ha luogo qualunque sia l’an- 
golo delle forze. Per la qual cosa , il medesimo avrà luogo ancora quando 
questo angolo =0, nel qual caso le forze P , Q sono parallele. Ma gioverà 
dimostrare il teorema pel caso delle forze parallele come qui appresso. 
Sieno AP = P , BQ = Q (fig. ig .*) due forze parallele e dirette nel mede- 
simo senso , e Gli = P + Q esprima la loro risultante. Si prenda poi nel 
piano delle forze, ma fuori delle loro direzioni il centro F dei momenti, e 
da questo perpendicolarmente alle direzioni medesime si conduca la retta 
Ff la quale le incontri nei punti p, r, q. Ora se le distanze Fp, Fq , Fr 
delle forze P, Q, R dal centro F si rappresentino con p, q, r, sarà pq=Fq — 
— Fp = g — p ed i prodotti Pp, Qq, Rr dinoteranno i momenti di rota- 
zione delle medesime P , Q , R; inoltre ponendo AB = a si avrà (23) 
aO 

AG = — , e la proporzione 


darà pr = 


P+0 ’ 

AB(=a):AG (= 77^) = Pq(= ? — P) : 
0(9— P) 


P r 


P + 0 


-. Quindi risulterà 


Fr=Fp+pr=p- 


0(q-p) r(P+Q)+Q(q-p) _ p P+Q'i 


p+Q 


p + Q 


p+Q 


e conseguentemente 

(P + Q)¥r = Rr = Pp + Qq , 

il momento cioè della risultante uguale alla somma dei momenti delle forte 
componenti. 

Che se il centro F (fig. so." ) dei momenti si prenda fra le direzioni 
delle due forze, facendo la medesima costruzione, e ritenendo le stesse de- 
nominazioni, sarà pq = Fp-J-Fq=p +q , e la proporzione 

AB(= o) : AG ( = = pq( = P + ?) : pr 

darà pr = > donde , ; 

_ „ p(P+Q)—Q(p+q) _Pp—Qq 

Fr=F P — pr=p— - 7^= P+Q FRT ’ 
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e quindi 

(P + @)Fr= Rr= Pp — Qq , 

ossia il momento della risultante uguale alla differenza dei mmenti delle 
forze componenti. 

37. S’ immaginino nello spazio condotti i tre assi ortogonali OX, OY , 

OZ, ai quali s' intenda riferito un sistema invariabile di punti A,B, C,D,... 
per mezzo delle coordinate x, y , z; x', y', z' ; x", y", z"; x'", y'" , z 1 ";... 
Se le forze parallele P, Q, R, S ... . applicate ai punti A, B, C, D,. . ! si 
facciano girare intorno a questi stessi punti per guisa che le direzioni loro 
diventino parallelo all’asse OY , la direzione della risultante 2 applicata al 
centro del sistema , la cui posizione determinata rispetto agli assi mediante 
le coordinale X, Y, Z non verrà per questo a mutarsi (29), diventerà pure 
parallela all' asse OY , e tutte le forze insieme con la risultante agiranno in 
piani paralleli al piano XOY , distanti da questo rispettivamente perz,z', 
z", .Ciò posto, le forze P, Q, R, 5,..., 2; si concepiscano applicate 

a tali punti delle loro direzioni che i piedi delle coordinate z,z',z",z"\...,Z 
radano tutti sopra l’asse OX ; certamente la loro azione nel sistema non 
si muterà punto , ed i loro momenti di rotazione con i quali esse si sforzano 
di far girare il sistema intorno all’asse OX saranno evidentemente Pz, Qz\ 
Rz", Sz 1 ",. . .,2 Z. Ma dalla terza delle equazioni (6) dimostrate sopra (26) 

2Z = Pz + <?*' + Rz" + Sz" 1 +. . . 

Adunque il momento di rotazione intorno all' asse OX della risultante 2; di 
un qualunque numero di forze parallele P , Q , R , S, . . . é uguale alla somma 
dei momenti di rotazione intorno allo stesso asse delle forze componenti. 

Ragionando in simil guisa allorché le forze P, Q, R, . , facendosi 
successivamente divenire parallele agli assi OZ, OX tendono a far rotare il 
sistema intorno agli assi OY , OZ chiaro apparirà che le citate equazioni (6) 
somministrano i valori dei momenti di rotazione intorno agli assi OY, OZ, 
OX della risultante di un qualsivoglia numero di forze componenti. 

38. 11 teorema dimostrato qui sopra ha luogo eziandio quando il si- 
stema non ha centro. In siffatta ipotesi fatta la composizione delle forze si 
avranno (25) due forze Ili; =2 , IT2' = 2' (/!</. 2 /.“) uguali ed op- 
poste, ma non in linea retta. Ora chiamando z„ , z, le distanze Ilir, TI'* 1 
dei loro punti di applicazione II , II' dall’asse OX intorno al quale suppo- 
niamo che si considera la rotazione del sistema prodotta dalle forze P, (>, 
P, 5,. . 2' parallele all’asso OY, per la composizione delle forze P, Q, 
R, S,. . . delle quali la risultante é S si avrà la equazione 

2;z 0 = Pz + Qz' + Pz" + Sz"'-i- ..., 

e quindi sottraendo dall'uno e dall’ altro membro il momento 2;'z, della forza 
3', il quale agisce in senso opposto al momento 2$z 0 della forza 2; , risulterà 

2z 0 — 2'z,=2(*o — s.) = Pz + Qz' + Rz"+Sz"' + ... — 2'z,. 
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Adunque ronduccndo da II' sopra Tlir la perpendicolare Il'k , e prendendo 
dal punto ir la parte irV = Ilk = Ilir — Ò ’v 1 =s„—r s, = 5, e finalmente 
al punto V applicando una forza VW uguale , parallela , e diretta per lo 
stesso verso della FI2, il momento VW. W = 2(z 0 — z,) = S$ sarà , per 
quanto riguarda la rotazione, la risultante di tutte le forze del sistema non 
eccettuata la stessa 2'. 

39. Dalle cose ragionate nei due numeri precedenti può dedursi il teo- 
rema generale che segue. Date n + 1 forze parallele P, Q, R, S, . . . , \V si- 
tuate in piani normali all'asse intorno al quale tendono a far girare il sistema, 
distanti dal medesimo asse rispeltimmenle per p.q,r,s,...,w,e disposte 
per guisa che o dalla composizione di tutte le n-f-1 si abbia una sola risultante 
2 distante dall’asse di rotazione per s , o dalla composizione delle' prime n si 
ottenga una risultante W uguale parallela ed opposta ma non direttamente alla 
ultima forza W, e distante dall'asse di rotazione per w-|-£ . dovrà sempre 
sussistere p /’ una o V altra delle seguenti equazioni 

2s = Pp + Qq + Rr + Ss + . . . + Ww , ì 
Wd=Pp-f Qq + Rr + Ss+ ...-f Ww, | 

nelle quali si dovrà tener conto dei segni sia delle forze sia delle distanze. La 
prima poi evidentemente avrà luogo allorché esiste il centro dell» date forze pa- 
rallele e la seconda quando queste forze sono prive di centro. 

40. Notisi quanto qui soggiungo : quelle forze P, Q , R , S ,. . . , IP’, 2 
parallele fra loro ed all'asse OY le quali leudono a far girare il sistema in- 
torno ad OX c clic danno lungo o all' una o all’altra delle equazioni (c) , 
tendono altresì a far rotare il sistema medesimo intorno all'asse OZ, in 
modo che chiamando p', q\ r', s',.. .,«o', s' le loro rispettive distanze dal - 
l’ asse OZ , e 3' In differenza Il k delle distanze 11%' , lice dallo stesso asse 
delle due forze I1'2' , 112 uguali ed opposte , debba relativamente ad OZ 
sussistere ancora o I’ una o l’altra delle seguenti uguaglianze 

2s' = P P ' + Qq + Rv' + Ss' + . . . + ,WV , J 

W3'— Pp' + Qq' + Rr' + Ss 1 -jr . . . + TPV. J ' 

41. Propongasi un sistema di forze dello quali altre si suppongano 

parallele all’ asse OX , ed altre parallela all’asse OY. Sieno le prime P, P‘, 
P" , pt ",. . . e le seconde Q, Q‘ , Q", . Se il momento di rotazione 

risultante intorno all’asse OZ per l’azione delle prime forze, il quale mo- 

mento agisce in un piano parallelo al piano XOY e nel senso YX, si dinoti 
con o(P).y: quindi il momento di rotazione risultante intorno allo stesso 
asse per l’azione delle seconde forze, il quale momento agisce in un piano 
parallelo pare ni piano XOY ma nel senso XY , si rappresenti con <s(<Q),x 
( esprimono. y, x le distanze delle risultanti cj(/'), a(Q) di quelle due serie 
di forze dall’asse OZ): e finalmente si abbia a(Q).x> a(P).y, la dif- 
ferenza o(Q).x — <j(P).i/ sarò il momento unico di rotazione del sistema 
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iotorno all' asse OZ agente in un piano parallèlo al piano XOY e nel 
senso XY. 

42. Si abbia ora un sistema di forze dello quali altre P, P', P", P"',.. . 

sieoo parallele all’asse OX , altre Q, Q',Q", .. parallele all’asse OY, 

ed altre finalmente R , R ' , R " , IV " , . . . parallele all’ asse OZ ; i momenti 
poi di rotazione risultanti intorno agli assi OY, OZ; OX, OZ ; OX, OY 
dalle azioni di queste forze si dinotino rispettivamente con a(P).z , a(P).y- 
a(0.*',cr(0.®; a(R).y', o(P).*' (rappresentano *, y; x; y ' , x' le 
distanze delle risultanti o(P) , o(0, o(/J) delle tre proposte serie di forze 
dagli assi OY , OZ ; OX , OZ ; OX , OY ). Intorno all’ asse OZ agiranno i 
momenti o(fi).x , o(P).y il primo nel senso XY, ed il secondo nel senso 
YX: intorno all’asse OY il sistema girerà con i momenti o(P).a, o(R).x' 
nel senso ZX col primo , e col secondo nel senso XZ : e finalmente intorno 
all’asse OX il momento o(0.*' farà girare il sistema nel 6eoso ZY , ed il 
momento o(Jl). y* lo farà girare nel senso YZ. Si suppongano 

a(Q)-x>a(F) y, a(P).z>a(R).x l , o(Q).z' >a(R).y' , 
e le differenze 

a(Q).x — o(l>).y , or(P).s — a(R).x' , j(0.j:' — a(R) .y' 

si rappresentino rispettivamente con N , M , L ; i momenti di rotazione delle 
date forze intorno agli assi OX , OY , OZ agenti in piani paralleli ai piani 
coordinati YOZ , XOZ , XOY e nei sensi ZY , ZX , XY saranno 

L^a(Q).z'—a(R).y' , M—a(P).z — a(R).x ' , N=o(Q).x—cr(P).tj. 

43. Nel prodotto Pp, il quale esprime (33) il momento di rotazione 
della forza P intorno ad un punto fisso dal quale dista per p, ritenendo 
la quantità p come linea, e considerando P come numero; il valoro dello 
stesso Pp risulterà lineare. Ua tal valore di Pp dicesi momento lineare di ro- 
tazione. Per la qual cosa , siccome le forze costanti furono da noi rappre- 
sentate con linee retto, cosi pure potremo per mezzo di lineo rette espri- 
mere i momenti di rotazione. E per verità , tirando pel punto O (fig. 32.°) 
i tre assi ortogonali XX', YY', ZZ', prendasi nel piano XOY la forza Al* 
parallela all’asse OX quadrupla di quella che è considerala come unità di 
forza, dovrà AP rappresentarsi perciò numericamente per 4. Essendo poi 
AO la distanza del punto A di applicazione della forza AP dall’asse ZZ' in- 
torno ai quale si fa la rotazione, il momento di questa forza sarà AP .AO== 
=4A0, sarà cioè una retta quadrupla della stessa AO. 

Ciò posto, immaginiamoci nell’asse ZZ' due uomini antipodi diritti con 
i piedi in O e con la faccia rivolta a chi guarda la tavola della figura ; il 
momento lineare di rotazione , incominciando dal punto 0, si prenderà iu 
quella parte OZ ovvero OZ' dell’asse ZZ' nella quale si ratlrova l’uomo 
che vede girare intorno a se il piano XOY da destra a sinistra. La parte OZ 
che s’ innalza sul piano di rotazione si riguarderà come positiva , e la parte 

Meco. 5 
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OZ' che sla sodo il medesimo piano si considererà come negativa , ed i mo- 
menti lineari di rotazione si terranno per positivi ovvero per negativi se- 
condo clie si avranno a prendere in OZ , ovvero in OZ'. Così perché il mo- 
mento 4AO fa girare il piano XOY da destra a sinistra dell’ uomo che sta 
in OZ , perciò esso dovrà prendersi in OZ, e sarà quindi positivo. La retta 
adunque OC = 4AO rappresenterà il momento lineare di rotazione della 
forza AP. 

Che se si haono piò momenti lineari rispetto al medesimo asse , si 
sommeranno separatamente i momenti positivi ed i momenti negativi, ed in 
tal guisa si otterranno duo momenti lineari positivo l'uno e negativo l’al- 
tro: quindi il momento minoro si sottragga dal maggiore, ed il momento 
che da siffatta sottrazione si otterrà sarà positivo o negativo. 

44. Se nello stesso tempo vien costretto il sistema a rotare intorno a due 
assi fra loro perpendicolari , e i momenti lineari di queste due rotazioni sieno 
per conseguenza due rette normali fra loro , compiendo il rettangolo sopra que- 
ste rette, la sua diagonale sarà l'asse unico intorno a cui si volgerà effettiva- 
mente il sistema , ed il momento lineare di rotazione sarà in lunghezza espresso 
dalla diagonale medesima. 

Nell’ asse OY dal punto O si prenda la retta OA , e per A si conduca il 
piano indefinito PAQ normale ad OY e perciò parallelo al piano coordi- 
nalo XOZ : sieno AP, AQ le intersezioni del piano PAQ con gli altri due 
piani coordinati XOY, YOZ , queste intersezioni evidentemente risulteranno 
parallele agli assi XX', ZZ'. In esse poi si prendano le duo rette AP, AQ 
le quali esprimano due forze P , Q aventi la medesima distanza l’una dal- 
l’asse ZZ', l’altra dall’ ssse XX'. Rappresentando con w,»i valori nume- 
rici delle forze P, Q, i momenti lineari di rotazione delle medesime sa- 
ranno m.AO, n.AO , dei quali il primo fa girare il sistema intorno all’asse 
ZZ' dalla destra alla sinistra dell’ uomo che si trova in OZ , cd il secondo in- 
torno all’asse XX' dalla destra alla sinistra dell’uomo che si trova in OX'. 
Prendendo adunque in OZ, OX' le parli OM = m.AO, ON = n.AO, que- 
ste daranno i momenti lineari delle forze P, Q. Si compia poi sopra le rette 
AP , AQ il rettangolo APRQ , e si tiri la diagonale AR == R , sarà questa la 
risultante delle forze P, Q: ora il valore numerico di R è adun- 

que il suo momento lineare di rotazione , col quale tende nel piano OAR 
normale al piano XOZ a volgere il sistema intorno all’ asse VV' condotto 
per 0 normale al piano OAR e perciò tutto compreso nel piano XOZ, sarà 
= V -f- n 1 . AO = Vm^AO) 2 -]- « J (AO )\ Ma questo momento della ri- 
sultante R , il quale evidentemente uguaglia la diagonale del rettangolo ebe 
si costruisce sopra le rette OM, ON deve fare quello stesso che fanno i mo- 
menti m.AO, n.AO delle componenti P, Q. Adunque il momento lineare 
delia rotazione media dalla quale sarà affetto il sistema per la combinazione 
di due rotazioni i cui momenti lineari sieno due rette normali fra loro, 
è rappresentato dalla diagonale del rettangolo costrutto sopra le medesime 
rette. 
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Gli angoli PAR, QAR misurano gli angoli che il piano OAR fa con 
i piani OAP, OAQ , e conseguentemente essi saranno uguali agli angoli 
ZOV, X'OV delle normali VV', ZZ', XX' a questi piani; laonde, dati gli 
angoli PAR, QAR clic la risultante II fa con le componenti P, Q, questi 
saranno ancora gli angoli clic gli assi OZ , OX' fanno con P asse OV , 
nel quale perciò che si è detto qui sopra deve prendersi il momento li- 
neare della risultante /{, o con ciò sarà determinala la sua direziooe. 

45. Dal teorema dimostrato nel numero precedente potrà senza ve- 
runa difficoltà dimostrarsi la verità dell’ altro seguente : Se nell' islesso 
tempo concepisce un sistema tre moti di rotazione intorno a tre assi orto- 
gonali , il momento lineare della rotazione che da questi tre moti risulta è 
rappresentato dalla diagonale del parallelepipedo rettangolo che si costruisce 
sopra i Ire lati che rappresentano le intensità e le direzioni dei momenti li- 
neari delle rotazioni componenti intorno a» succcnnali assi. 

E se i momenti lineari delle rotazioni componenti intorno agli assi 
XX', YY', ZZ' si dicano L, M, N, e si esprima con Cì il momento lineare 
della rotazione risultante , sarà £1 una retta che passando per la origine 
degli assi verrà in lunghezza ed in direzione determinala per le seguenti 
equazioni 

£ì = VlS + M'+N’, 


fm(fl,Y)= ^ ,coi(qy)= ^ . -t — , tosti iZ)= _ ^ .■ ■ 

VZ’+Af’+A' 1 ’ VZ’+JW+A* VL'+M‘+H‘ 


46. Sicno le forze S, S" , 5'",... applicale ad un sistema di 
punti in un modo qualunque, e si dinotino con (SA) , (SY) , (SZ) ; 
(5' A), (S'Y), (S'Z), (S"X) , (A" Y ) , (S"Z ) ; (S'"X), (.V'"Y), (S'"Z);... 
gli angoli che le loro direzioni fanno con i tre assi ortogonali OX, OY, OZ. 
Risolvendo ciascuna forza in tre ortogonali secondo i tre assi , saranno 


Scos(SX ) , S'cos(S'X), S"cos(S"X ) , S‘"cos(S"'X ) , 

le componenti parallele all’ asse OX ; 

Scos(SY ) , S'cos(S'Y) , S"cos(S"Y ) , S"'cos(S'"Y) 
le componenti parallele all’ asse OY ; e finalmente 


Scos(SZ ) , S'cos(S'Z), S"cos(S"Z), S l,, cos(S" , Z ) , 


le componenti parallele all’ asse OZ. Esprimano inoltre x , ij , z ; *' , j/' ,V ; 

y", x" 1 , y"\ z"‘ ;. . . le coordinate dei punti di applicazione delle 

forze S , S‘ , S" , 5'",. . . ; saranno i momenti di rotazione intorno all’ asse 
OX delle componenti parallele all’asse OY 

s.Scof(AK) , s' . S'cos(.VT) , s ''.S'’cos(S'T) , s"’ .S'"w( l S"'Y ),. . . , 
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ed i momenti di rotazione intorno allo stesso asse delle componenti pa- 
rallele all’asse OZ 

y . Sco$(SZ ) , y'.S’cos(S’Z), y".S"cos(S"Z),y"'.S"'cos(S"'Z ) ì . . . . 

Adunque i momenti di rotazione con i quali le forze S, 5', 5", S '" ,... ten- 
deranno a volgere il sistema intorno all’asse OX, saranno 

S[ieos(5T) — yeoi(SZ)] , K) — y 'eos(S'Z)3 , 

S n [s"cos(S’'F)— y"eos(S"Z)], 5”'[z'"cos(5’''K) — y"’cos(S"’Z )], . . . 

Nella medesima guisa si dimostrerebbe che i momenti dì rotazione con i 
quali quelle stesse forze tendono a far girare il sistema intorno agli assi 
OV , OZ sono 

S[scos(SX) — xcos(SZf ] , S'[*’cos(S'X) — x'cot(S'Z)] , 

S"[s"cos(S"X) — »"cos(S"Z)], S"'[‘s"'cos(5'''3l) — x"’«os(.S m Z)J,... 

5J xco*(Sr)-ycos(SX)'], S'[x'cos(.S' Y) — y 'cos(5'X)J , 

S''[*''cos(S"K) — y''cos(S"X)] , S'"[x'"cos(S'''K) — y"'cos(S"’A:)],... 

Per la qual cosa , cercando quelle tre forze che o risultano dalla composi- 
zione delle forze parallele ai singoli assi OX , OY, OZ , se puro tali forze 
non sono privo di centro; ovvero almeno , se queste sono prive di centro , 
inducono moto di rotazione , la prima intorno agli assi OY , OZ , la seconda 
intorno agli assi OX, OZ , la terza intorno agli assi OX, OY, equivalente 
ai moti di rotazione che intorno agli assi medesimi tendono simultaneamente 
ad imprimere tutte le forze parallele altre ad OX , altre ad OY, ed altre ad 
OZ ; si avranoo certamente le seguenti equazioni (39. 42) 

/. = S[zcos(5Y)— ycos(SZ)]-)-S'[s'cos(S'Y)-y'cos(5'Z)]-f 
-J- S"[ t"cot(S" Y) — y''cos(S"Z)3+5'"[s'"cos(5''' F) — y"'cos(S'''Z) J+ . . . , 
,1/ = .S[zcos(.SA)—a:eos{.SZ)j+5'[z'eos(.5’X)—x'eos(.S'Z)] + 
-fS"[ s "cos(.V"X)— x"cos(S"Z)\+S l "li'"cos(S'"X)— * , "cos(.V"'Z)]-|-..., 
/V — A[xcos(S 1) — ycos(AA) j-f-S^x'cos(S' Y) — y'cos(S'X)]-f- 
4-S"(V'cos(S''Y) — y''eo*(S"X)3+S"'[x'''eoi(S'''Y) — y ,l 'cos(5'"X)]-(-..., 

le quali ci daranno i momenti di rotazione L, U , JV risultanti intorno agli 
assi OX, OY, OZ dalle azioni simultaneo delle forze S, S 1 , S", S "', ...(*). 


(*) Non salò inutile l’ avvertire qui «Ite prcudeudo (-li angoli (<S.V), )» 

(S'.l) , (.V' V) , (S'Z) , .... da <T (ino a 1 80”, le forte S, 6', S" , S "' debbono 
riguardarsi tulle come positive. 
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Sostituendo nelle formolo 

L M _ N 

\JI?-Ì-EP+N > , » yjjjqpa -'+tr ’ t/JT+M^+W 1 


i valori qui sopra esposti dei momenti L, M , N , la prima somministrerà la 
intensità, le altre la direzione del molo rotatorio che concepisce il sistema 
per l’ impulso simultaneo di quelle forze. 

47. Se le (brettoni di due forte applicale ad un sistema giacciano in 
piani differenti, queste forse non avranno risultante. 

Infatti se vi fosse questa risultante, rendendo fisso il sno punto di ap- 
plicazione , o un altro punto dei sistema situato sulla direzione di essa , il 
sistema medesimo non potrebbe rotare intorno a quel punto Gsso : ma due 
forze le quali giacciano in piani differenti non possono non indurre moto di 
rotazione nel sistema a cui sono applicate iotorno a qualunque dei suoi 
punti che si fermasse. Adunque ec. 

48. Ritenendo le denominazioni del numero 46, chiamiamo P,Q,R 
le somme delle componenti parallele agli assi OX , OY , OZ , avremo 

P Scos(SX) +S'cos(S'X) + S"eos(S"X) + S"'cot(S" , X ) + ..., 

Q = Scos(Sr) + S'cos(S'V)i-S"cos(S"y) + S"'coi(S'"V)- f-. . 

R — Scoe(SZ) +S'cos(S'Z) + S"cos(S"Z) + S"'cos(S"'Z )+ . . . . 


Inoltre esprimendo con y», z, le coordinate del punto dove la forza P incon 
tra il piano YOZ , saranno 

_Sycos(SX)+S'j'co,(S'X)+S"y"cos{S"X)+S'"y , "cos(S , "X) + .. . _A 

y 0 — - - p » 

S*cos(SX)+S'*'cosl&X)+S"t"cos(S"X )+ S'"*'"cos{S"'X) + ... B 
z a = 


e chiamando x 0 , z, le coordinate del punto dove la forza Q incontra il piano 
XOZ , si avranno 

_ Sxeos(.SY)+S'x'cos(S'Y)+S"s"cos(S"Y)+S'"x"'cos[S" 1 Y) + ... C 

X ° Q <?’ 

_Stcos(SY)+S'x'cos(S'Y)+S"i"cos(S"Y) +S"'i"'cos(S'" Y) +,.._D 

Q . ~Q' 

e finalmente se per x, , y, si dinotino le coordinate del punto dove la forza 
R incontra il piano XOY , otterremo 

__Sxcos(SZ) + S>x'eos(S'Z)+S»3Pcos(S"Z)+S" l x" l a>,(S t "Z) + ..._£ 

x, . jj 7T ’ 

_Sycos(SZ)+S , y , coi{S , Z) + S"y"co,(S"Z) + S" , y"'cos{9"Z) + F 

y ‘ H fl ■ 
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Ciò posto, perchè le tre forze P , Q, R abbiano una risultante, non é ne- 
cessario che le loro direzioni concorrano in un punto , ma basta che le due 
forze , alle quali possono ridursi , si trovino in un medesimo piano. Che 
poi le tre forze P, Q, R si possano ridurre a due è chiaro, poiché con- 
dotta una retta che sechi le loro direzioni , s’ intendano trasportali i loro punti 
di applicazione nei tre punti d’ intersezione : poscia si decomponga una qua- 
lunque di esse in dae parallele applicate ai punti dove sono le altre due , e 
quindi si compongano a due a due le forze che hanno il medesimo punto di 
applicazione; le doe forze che da siffatta composizione risulteranno, saran- 
no equivalenti alle tre forze P , Q , R. Ora se quelle due forze giacciono in 
un medesimo piano, componendole , si avrà la risultante di queste tre. 

Pertanto conduciamo un piano per la direzione della forza R e per la 
traccia della forza Q sul piano XOZ : la equazione generale del piano paralle- 
lo all' asse OZ essendo 

c = #u + /3, 

dove v, u esprimono le coordinate parallele agli assi OY , OX , essa si dovrà 
verificare per « = x„ , t = Oe per « = x. , e = y, , e quindi avremo le 
due equazioni r 

0 = nx 0 + P , y. — ctx.+p, ( 

dalle qnali ricavansi 



la equazione dunque di quel piano sarà 


« 



(u — x„). .. (1). 


Inoltre le coordinate parallele agli assi OY , OZ della direzione della forza 
P essendo costanti ed uguali rispettivamente ad y 0 ? *• > ®* sa secherà il pia- 
no (i) in uo punto in cui t> = y„ , al quale per conseguenza corrisponderà 

u == .( a! ‘ .j. Xo ' L e coordinate adunque del punto nel quale la dire- 

ni 

zione della forza P seca il piano (1) saranno 


(x. — * 0 )y 0 

y, 


+ * 


$0 > *o- 


A questo punto si supponga trasportato il punto di applicazione della forza./’, 
ed al punto dove la forza Q incontra il piano coordinato XOZ , il qual punto 
ha per coordinale 

Xo , 0 , a, 
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s’intenda trasportato il ponto di applicazione della forza Q: quindi si de- 
componga la forza H in due K , K' ad essa parallele ed applicale ai punti 


/ « A*. — *o)y» , \ 

(x 0 1 0 ,*,), ^ 1 1 ^ H" x o ì Sto > *0 ) j 

avremo (31 : l.°) 

Rx, = Kx 0 + K> + x o y K + K'=R , 

donde si ricavano 


K _ (yo—y<)K , 



Componiamo ora la forza K con la forza Q , e la forza K' con I’ altra 
P, avremo due risultanti delle quali fa d’uopo determinare qui le dire- 
zioni. Chiamando £ , ni, f le coordinate della prima , essa sarà determinata 
dalle equazioni 

! = n = !(?-*, ),J (2) 

le quali evidentemente appartengono alle sue proiezioni sopra i piani coor- 
dinati XOZ , YOZ : dippiù rappresentando con tj' , le coordinate della 
direzione della risultante delle forze K\ P, le equazioni di questa direzione 
saranno 



appartenenti alle proiezioni sue sopra i piani YOZ, XOZ. Sostituendo nelle 
equazioni (2) , (3) i valori delle forze K , K\ si muteranno in 


£ — ar 0 , 


VoQ 

(y.— y.)« 


«-*.) 


le equazioni della direzione della risultante delle forze IT , (■* , ed in 
'{x, — x 0 )y 0 


r-(- 


+ 


)=^(C-,» 


le equazioni della direzione della risultante delle forze K 1 , P. Ma perchè 
queste due risultanti stiano nel medesimo piano le loro direzioni debbono in- 
contrarsi , e nel punto d’ incontro dovrà essere | = , n = n' > £=? • 

Adunque ricavando i valori di (, (' dalle due equazioni 


n VoQ r r) f l -> 
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dopo di avere in esse sostituito y 0 ad vi , ed r 0 a {•' , ed uguagliando l’ un 
valore all’altro, si avrà la condizione necessaria perchè le succcnnale risul- 
tanti giacciano in un medesimo piano. Eseguendo il calcolo si troverà per la 
cercata condizione la equazione 


x.—xo y 0 — y. *■ — *0 _ 

P + Q R 

Moltiplicando questa equazione pel prodotto PQR, e sostituendo ad x B , y 0 , 
z 0 ; *1 , y, t *, i rispettivi valori posti in principio, risulterà 


ma (46) 
dunque 


(D — F)P + (E — U)Q + {A—C)R = 0, 

D — F—L, E — JJ = — M, A — C = — JV; 
LP—MQ — NR = 0. 


Questa è dunque la equazione che dovrà verificarsi, perchè il sistema delle 
forze S , S ' , S " , S'" , . . . ammetta una risultante. 

49. Trasportati i punti di applicazione delle due risultanti nel punto 
ove concorrono le loro direzioni , e decomposte secondo le direzioni primi- 
tive, si riprodurranno le tre forze P,Q, it ove si avverta essere K+K'=R. 
Laoude, chiamando 2 la risultante delle forze date, avremo 

2 2 = E 2 -M? 2 + iP. 


Per determinare poi la direzione di questa risultante , avvertiamo che essa 

i ^ 

passa pel punto [* 0 >yo> (y«— y,) — +*.}> quindi chiamando X, Y , Z le 

sue coordinate , le equazioni 

„ cos(SF) r , , ^R -, 


X—x, 

ne determineranno la direzione. Ma 


cot(%X ) _ . R , 

coj(2£) tZ “( y#-V, )<) 


coi{tX)=^, cos(2F) = |, cos(2Z) = |. 
Le equazioni adunque della direzione della risultante saranno 

y — — (y. — yO^ - *• 

p /? 

* — ^ — (y«. -- y.) ^ > 
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dalle quali se ne dedurrà una tana . . 

■ / . • . O ' " f ' 

V-y a = j;(X^x t ). 

. . . . # * .* » ‘ * • «• * t . ' " ' 

^ 4 * ’ t * ^ 

Ora in queste Ire ultime equazioni sostituendo ad y 0 , y. , *. i rispettivi 

valori , avremo _ > . , . •«.. 

RY—QZ + D-F= 0 , ... .* 

M_M + ÉSàE+t£=^«*; 

■ • __ -• , * ’ t \ ” . •* ; ’ 

PF— <?X + C — ^1 = 0. 


Ma (48) 

D—F 

Adunque quelle equazioni daranno 


D - F= r ) P + = « . C— /t = JV. 


RY — QZ+ 1 = 0, 
i?X — PZ + J/=;0, 
PY — QZ + JV==0, 


le quali accordandosi con le formote del numero 42 che danno le espres- 
sioni dei momenti L, M , N , confermano mirabilmente quanto qui sopra in 
questo e nel numero precedente si è esposto. 

CAPO IV. 

DELL’ EQUILIBRIO DI t!f PUNTO, B DI OS SISTEMA INVARIABILE. 

50. Già si notò nelle nozioni preliminari (3) che per equilibrio s’in- 
tendo quello stato io cui il mobile si trova allorché è sollecitato da più 
forze le quali si elidono scambievolmente. Pertanto avendo finora trattato 
della composizione e della risoluzione delle forze , e dei movimenti di rota- 
zione che esse possono produrre in un sistema invariabile , possiamo senza 
veruna difficoltà rivolgerci ora ad assegnare lè condizioni ed a considerare 
le leggi dell’ equilibrio delle medesime forze. Dovendo poi trattare del- 
l’equilibrio delle forze, noi ne accenneremo primieramente le condizioni 
per rispetto ad un punto solo , poscia per rispetto ad Un sistema invariabile 
di punti. Ora un punto ovvero ancora un sistema di punti può essere libero 
o fermato da fulcri ; nell’ uno e Dell’altro caso dovranno quindi determinarsi 
le condizioni dell’ equilibrio , come pure le pressioni che soffirono i fulcri 
dal punto o dal sistema. Da ultimo perché tutti i movimenti che può pren- 
ilecc. 6 
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dere un sistema invariabile di punti possono agevolmente ridarsi a moto di 
traslazione o progressivo ed a moto rotatorio, allorché si tratterà di assegnare 
le leggi deil’equilibrio di un lai sistema, bisognerà trovare delle condizioni che 
impediscano in esso tanto l’ano che l’altro. Frattanto per la ragione dell'or- 
dine facciamoci ora a trattare dell' equilibrio di un punto solo. 

51. £ primieramente propongasi un punto materiale qualunque libero 
sollecitato dalle forze S 1 , S" , S'" ,... ; di esso si cercano le condizioni del— 
l’ equilibrio. 

L’equilibrio sassisterà nel punto se la risultante S di tutte te forze al 
medesimo applicate risulterà =0: per la qual cosa , riducendo le forze S ' , 
S", S'",... a tre ortogonali P, Q, R, per l’equilibrio dovrà essere (15. 17) 

5 = \AFTcpTF = o. 

Ma questa equazione non può aver luogo se non si suppongano separata- 
mente P=0, 0=0, f?=0, ossia (17) 

S'cos(S’X) + S"cos(S"X) + S'"cos(.S" f X) + . . . = 0 , 

S'cos(S'F) + S"cO$(S"Y) + S ,n eos(S"'Y) + . . . = 0 , 

S'cos(S'Z) + S"m(S"Z ) -ir S"'cos(S'"Z) + ... =0. 

In queste equazioni adunque saranno comprese le condizioni del cercato 
equilibrio. 

52. Se più forse S', S", S'",. . . si equilibrano intorno ad un punto, 
una qualunque di esse , per esempio S' , sarà uguale e direttamente opposta alla 
risultante di tutte le altre. 

Imperocché rappresentando con 2 la risaltante delle forze S", S '" . .. , 
e con (2.Y), (2F), (2Z) gli angoli che. la medesima contiene con gli assi 
ortogonali ■ quali per più di semplicità supporremo avere la loro origine nel 
punto intorno a cui le forze si fanno equilibrio, e ponendo inoltre 

P' = S"cos(S"X ) + S'"cof(S"'X) + . . . , 

Q' S"cos(S"Y ) + S"'cos(.V"F)4- . . . , 

R' = S"cos(S"Z) + S"'cos(S'"Z ) + ... ; . 

otterremo (15) 

P' = 2cos(2.t) , (?' = 2eo*(2F), fl' = 2eos(2Z), 

e lè equazioni dell’equilibrio (51) si ridurranno alle seguenti 
, S’cos^S'X) + 2cos(2*) = 0 , 

S'cos(S' Y ) + 2cos(2 Y) = 0 , -, 

S'ces(SZ) 4* 2coS(2Z) = 0 , 
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doudt* «HI JUDO . . . . . v , ' . 

S'cot(8X)~ — ^cot{X\), 

8cot(8 Y) = — 2coj(2F) , 

8cot(8tZ) = — 2eos(2Z) . 

Prendendo i quadrati di queste equazioni e gommandoli , risulterà S'*=2;% 
e quindi S'=2;. Per tale risul lamento queste ultime equazioni diventano 

co$(8X) = — cos(2ìif), cos(8Y)= — eo»(5ÌF) ,eos(iSZ).= — c os(2Z) , 

le quali dimostrano che gli angoli (5' A), (8Y) , (8Z) sono supplementi 
degli angoli (2;X), (2jF), (2;£) , e conseguentemente che la forza 8 diret- 
tamente si oppone alla risultante 2; delle altre forze 5" , S 1 ",.-. Adun- 
que ec. (*). 

53. Se il punto al quale sono applicate le forze 8, 8', 8 " . è as- 
soggettalo a rimanere sopra una data superficie resistente , non sarà più ne- 
cessario per 1’ equilibrio che sia nulla la loro risultante , ma sarà sufficiente 
all’ uopo che essa riesca normale alla superficie , poiché in tal caso in nion 
senso potrà il punto scorrere sopra la superficie. Ma dippiù questa condi- 
zione è necessaria; imperocché se la risultante delle forze applicate al punto 
non fosse normale alla superficie, decomponendola in due, l'una normale , 
l’altra tangente, la normale sarebbe distrutta dalla resistenza della superfi- 
cie , ma la taogente farebbe contro la supposizione scorrere il punto sulla 
medesima. Non si avrà dunque a far altro in ciascun caso particolare che a 
cercare la direzione della risultante delle forze 8,8', 8 " e ad esa- 
minare se essa è perpendicolare alla superficie data per conoscere se il punto 
si trova in equilibrio; ma sarà meglio , come 9Ì é fatto sopra pel punto li- 
bero, esprimere le condizioni dell’ equilibrio per mezzo di equazioni le quali 
contengano i dati della quistione. 

Pertanto la componente aormale di ciascuna delle forze le quali agi- 
scono sul punto essendo distrutta dalla resistenza della superficie , questa re- 
sistenza equivarrà ad una forza uguale e contraria alla somma di tutte le for- 
ze distrutte. Quindi conseguita potersi fare astrazione dalla superficie data , 
e considerare il punto come perfettamente libero, purché alle forze date 
8 , S" , 8",. .. se ne aggianga una nuova di grandezza incognita e per- 
pendicolare alla superficie. 

Sia dunque N questa forza , ed (NX) , (NY) , (NZ) esprimano gli 
angoli che essa fa con i tre assi ortogonali ; saranno •• - >' • 

Ncot(SX) + 8cot(8X) +S"cos(S"X)-hS'"cos(S"'X) + . . . = 0 , J 

Ncos(NY) + S'eoa(S'Y) + S"eos(S"F) + 8"co»{8"Y) + . . . =0 , \ (d) 

/ Ncos{NZ) + S'ms(S'Z) +S"cot(S"Z)+S‘"cot(S"’Z) + . ... =0 | , 

(’) Si tomui li la nota posta a numero 17. 
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le equazioni dell’ equilibrio. Dinotiamo ora con *, y , s le coordinate del pon- 
to, e con « = /■(*, y, j)=0 la equazione della superficie data; la direzione 
della forza N essendo per ipotesi quella della normale al punto (x , y , z) , si 
avranno 


(ix du 

cosiNX) = — - . — - =V — 

■ V(£)‘+®V(S)- ‘ 


co>(NY) = 




c os(NZ) = 


V(£)V(|)V(|y = 5 



ponendo per brevità 





Adunque le equazioni dell’ equilibrio si muteranno nelle seguenti altre 

NV ~~ -f- P — 0 , NV^+Q=0, AT^+fl = 0, 

. dx d y . dz : • 

dalle quali , eliminando ÌV sparirà V , ed otterremo 



per le due equazioni necessarie e sufficienti percbè un punto materiale assog- 
gettato a rimanere sopra una data superficie resistente stia in equilibrio. 

54. Se la posizione del punto sopra la superficie è incognita, le due equa- 
zioni (e) insieme con la data equazione u = 0 della superficie , serviranno 
a determinare i diversi punti di questa nei quali il punto materiale potrà stare 
in equilibrio. Allorché poi la sua posizione sarà data , altro non rimarrà a 
fare che veriGcare se le coordinate x , y , z del punto soddisfacciano alle 
equazioni (*). Ma in questo caso che la posizione del punto è data sulla su- 
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perfide si avranno equazioni più semplici «e si supponga che uno degli assi 
OX, OY, OZ, quest’ ultimo per esempio , coinoida con una delle due parti 
della normale ; infatti in una tale ipotesi saranno 

cot(NX) 9 = 0 , cos(AT) = 0, , . cot(NZ) = f , 
e perciò le equazioni (<f) si ridurranno alle seguenti 

S'cos(S'Xj + S"cos(S"X ) + S"'cos(S"'X) + . , . —0 , 
S'cos(S'F) + S"cos(S"Y) -f S"'cos(S"'Y) + ... =0, 

± JV + S'cos(S'Z) + S"cos(S"Z) + S"'cos(S"'Z) + ...=<)> 

La due prime equazioni dimostrano che nel piano tangente alla superficie 
data le componenti delle forze applicate al punto materiale debbono farsi 
equilibrio come se la superficie non esistesse, ciò che d’altronde è evidente. 

La resistenza N che la superficie oppone alle forze S' , S " , S'",.. . è 
uguale e contraria alla pressione che essa sostiene; èd in virtù delle equa- 
zioni (d) , questa pressione nello stato di equilibrio è uguale alla risultante S 
di quelle forze. Io pratica bisognerà calcolare la grandezza di questa risul- 
tante per mezzo della equazione 

= + . ; 

per conoscere se la superficie sia capace di sopportarla. Se il punto materiale 
é solamente appoggiato alla superficie, che sarà quella di un corpo solido , 
bisognerà dippiù che questa risaltante sospinga il punto, contro. di essa , con- 
dizione che non pnò esprimersi per mezzo di una equazione, la quale perciò 
dovrà verificarsi in ciascun caso particolare determinando la" direzione di S 
mediante le noto equazioni 

coi(SX)= .j, c ot(SY)=ag-, coi(SZ)-~- 

• • *» • 

55. Supponiamo finalmente che il ponto nel quale concorrono le forze 
S 1 ,S " , S"', ... sia fermato ad un fulcro che non gli permetta Veruna sorta 
di moto; sussisterà l’equilibrio per quante sieuo le forze sollecitanti , ed il 
fulcro sarà premuto ovvero tratto con (aDta forza, quanta è la risultaote delle 
forze applicate. Che se il punto è sospeso da un fulcro per mezzudi una ver-; 
ga , richiedesi per l’equilibrio che la Rullante delle forze ad esso applicate 
passi pel fulcro; e se la verga è flessibile si esige dippiù che quella risultante 
non sospinga il punto contro del fulcro, ma in direzione contraria. Quanta è 
poi la risaltante, tanta è la forza che tende la verga , e tanta è pure là pres- 
sione che il fulcro sostiene. 

56. Si abbia ora un sistema invariabile perfettamente libero , al quale 
si suppongano applicate le forze S, S! , S ,? , e sieno al solito x, y, tj 
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x‘, y', le coordinale dei loro punti di applicazione , tupponendosi lullo 
il sistema riferito a tre assi ortogonali OX, OY , OZ. Per l' equilibrio di nn 
tal sistema è necessario che Una qualunque delle forse ad esso applicate sia 
uguale e direttamente opposta alla risultante di tutte le altre. Dinotando per- 
ciò con P ' , 0-t R'i L'ì M' t N' le quantità analoghe alle P , 0 i R » L, M, N 
del numero 48, e relative alle forze S ' , S" , S"' t . . . avremo le prime tre 
equazioni dell’ equilibrio 

— Scos{SX)=P‘, — Sco$(SY) = Q', — Scos(SZ) = R', j (1) 
ovvero (48) 

P—0, Q = 0, «= 0, 


le quali esprimono la condizione che la forza S debba essere uguale e con- 
traria alla risaltante delle altre S' , S u , S"',. . . 

Inoltre rappresentando con X , Y, Z le coordinate variabili della dire- 
zione della forza 5, le sue equazioni , o le equazioni delle sue proiezioni so- 
pra i piani YOZ , XOZ , XOY saranno 


vr °os(Sr),„ _ x v ^_co*(SX), r „ .._eos(òT) /IT _ A 

y ~co^SZ) { ' ,X cos(SZ) { 7 y ~c 0l (SX\ {X 


le quali moltiplicate per 5, ove si abbia riguardo alle equazioni (1), si mu 
teraono in 


R'Y — Q'Z — 5[zcoi(SF) — jcos(SZ)] = 0 , ì 
R'X —l»Z — S[zcot(SX) — xcot{SZy] = 0 , [ (2) 

P*Y — Q>X— S[>cos(SK)— yeos(SJ)] = 0 . j 

Ora dovendo la direzione della forza S coincidere con la direzione della ri- 
sultante delle forze S' , S" , S"',. . le equazioni (2) dovranno pure coin- 
cidere con le equazioni di questa risultante, le quali sono (49) 


R'Y — Q'Z + £' = 0, 
R'X— P , Z+ W'=0, 

- P'Y — Q'X+ iV' = a. 

Quindi si avranno altre tre equazioni dell’equilibrio 

— à£seos(SY) —zyco$(SZ)] = L ' , 
— ,S[~«»i(S.X) — xcot(SZ)\ —hi 1 , 

— 5[*eos(SK) — ycot(SXy] = N ' , 

ovvero (46) 

L==> 0, iY = 0 , 
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per le quali é espressa la condizione che la forza S uguale • contraria alla 
risultante delle forze S ' , S" , S "' , . . . debba stare per diritto con questa 
medesima risultante. Laonde per l’equilibrio di un sistema interamente li- 
bero sono necessarie le sei equazioni 

P = 0 , 0 = 0 , « = 0 ; 

L — 0, M = 0, JV=0. 


Le prime tre esprimono che il sistema non può concepire molo progressivo 
secondo veruno degli assi OX , OY , OZ. Le tre ultime dimostrano che il 
sistema non può rotare attorno veruno dei medesimi tre assi. 

57. La dimostrazione addotta delle equazioni dell’ equilibrio di un si- 
stema invariabile libero suppone implicitamente che le forze S', S", S"\ . . . 
abbiano una risultante, ovvero che sia soddisfatta la condizione (48) 

• L'P' — M'Q' — N'R' — 0. 


Ma è agevole H dimostrare che quelle equazioni hanno luogo universal- 
mente. 

Infatti decomponendo la forza S in due forze H , H' tali che UDa di 
esse, per esempio H, unita alle forze S' , S" , 5"',... verifichi la equa- 
zione di condizione , per 1’ equilibrio farò d’ uopo che la risultante di queste 
ultime sia uguale e direttamente opposta all’altra forza H'. Quindi si avranno 
primieramente ' • ' 

— H'cos(irX) = Uco^llX) -J- P ' , j 

— H'cotfJPY) = Ucos(UY) +Q', ( (3) 

— JTcos(H'Z ) = Ilcos(IIZ) -f R ' , 1 


e quindi 


P — 0, 0 = 0, R — O. 


Inoltre chiamiamo *», y*, z»; x, , y, , *, le coordinate dei punti di appli- 
cazione delle forze H, II', e con X, , Y , , Z, rappresentiamo le coordinate 
variabili della direzione della forza H' ; questa direzione avrà le proiezioni 
sopra i piani YOZ , XOZ , XOY determinate dalle seguenti equazioni 


y COijJPY ) , , \ V ». COs(H'X) r 7 ~ / , y .. 


' tossir. 


coì{H'Y) ( 

~co S {R’xy 




Moltiplicandole per H ' , ed avendo in vista le equazioni (3), si ricaveranno 

[Hcoi(HZ)+R']Y,-[Hco3{HY) + Q']Z l — H'[x,cos(R'Y)—y,coi(H'Z)]=0, 

{ Hcos(HZ)+R' ] X, -[ Hcos(HX)+P' )Z—B'[x,cos{IfX)—x,c 0 ${H'Z)} =0, 
{Hcos{BX)+P']Y,-[Bcos{HY)+Q‘'[X — H'{x,cos(WY)-y,co^H‘X))=9. 
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Ma queste equazioni debbono coincidere con le equazioni della risultante 
delle forze H , 5' , S", S '", . . le quali sono (49) 

[ Hcot{HZ)+ llcos(HY) + Q<]Z, + { r+H[ io c OS (HY)-y o cos(HZ ) ] ) =0, 

+ [Ihos[HX) + P' ]Z, +{M' + H[z o cos{FlX)-x Q CO K/f/)]J=o, 

[fJco^HX)+P']Y f Hcos(HY)+Q' } + H[x a co,(HY) — r- OI ( /7.Y)] }=0. 

Adunque si avranno 

-U'Ii'Cosili'Y)— y,cp^B'Z)\=:L' + H[i 0 rt»(HY)— y^cos^BZ )] , 

,• — B’[i l cos(B , X) — x ,cos(H l Z)]— SI' -Y U\t 0 cos(HX) — x 0 cot(HZ) J, 

. — //'[x,c 0 j(//’ K)-v I f05(ff'A'))=A , + x 0 «„( « Y)—r,yot(HX) J , 

•» * % *» 

donde (46) ^ 

/. = 0 , J/ = 0, IV = 0. 

• • I . • * 

58. Per la origine 0 degli assi OX , OY, OZ ( fig . s5.*) ortogonali , 
Si conducano altri tre assi ortogonali OX', OY' , OZ', ciascuno dei quali 
faccia con i tre primi rispettivamente gli angoli », /3, y; a', 0' , y' ; 
a" , (3 " , y". Sia 1’ area a in un piano qualunque condotto per la origine O. 
Proiettata quest’area sopra i tre piani YOZ, XOZ, XOY nascano le tre 
proiezioni A, A', A". Proiettata la medesima sopra i tre piani Y'OZ', X'OZ', 
X'OY', nascano le proiezioni B , B ' , B". Si avranno fra le sei proiezioni A , 
A', A"; B , B\ B" le seguenti relazioni 

, ; ( . . t 

B = Acosa. -\-A'cos(3 -f- A' cosy , 

B' — Acosai' + A'coj/3' + A”cosy' , 

. B"=Acoto"+A , co>l3" + A"con". 

Infatti conduceudo per O la retta OD perpendicolare al piano dove giace 
l’area a , avremo 

eosX'OD = cosXODcos» + cos YODeos/3 -|- cosZODcos y , 
eoiY'OD = cosXODcosa' + cosYODcos/S' -f- cosZODcosy ' , 
cojZ'OD = cosXODcos*’ ' -f- cosYODcosjS ' ' -f - cosZODcot y' 1 . 

Ora si sa che la proiezione di un piano a sopra on piano qualunque è uguale 
al piano o moltiplicato pel coseno dell’angolo dei due piani, il quale angolo è 
uguale a quello che fanno tra loro le perpendicolari ni due piani. Adunque 
poiehà la OD perpendicolare al piano a fa con 1’ asse OX perpendicolare al 
piano YOZ l’angolo XOD, sarà la proiezione A sul piano YOZ uguale ad 
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aco.tXOD, e cosi si avranno 

A — «cosXOD , .4' — (icosYOD , A 1 ' = acosZOD , 
H^acosX'OD, B'=acos\'OD, B"=,icos Z'OD. 

Dopo di aver sostituiti in queste tre altime equazioni i valori dei coseni de- 
gli angoli X'OD,Y'OD, Z'OD scritti sopra, si pongano nei risultati invece 
dei prodotti «cosXOD , aeosYOD , acosZOD le proiezioni A , A', A" ; risulte- 
ranno quindi le enunciate relazioni. 

Se invece di una sola area a si abbiano più aree poste in diversi piani ma 
che passino tulli per 0,e proiettata ciascuna di queste aree tanto sopra i piani 
ortogonali YOZ , XOZ , XOY, che sopra gli altri Y'OZ', X'OZ', X’OY', sieno 
A, A', A" le somme delle proiezioni fatte rispettivamente sopra i tre primi, 
e B , B', B" le somme delle proiezioni fatte sopra i tre ultimi; avranno luogo 
tra queste sei somme A , A', .4"; B, B', B" le stesse relazioni enuncia te sopra. 
Imperocché dalla forma di ciascuna di queste relazioni chiaramente si scorge 
che scrivendone altrettante quante sono le aree a e poscia sommandole, la 
equazione che ne risulta conserva la stessa forma , e solo invece della semplice 
proiezione dell’ area a vi s' introduce la somma delle proiezioni di tutte le arce 
compagne. 

59. Al punto A (fiy. 24 .“) determinato dalle coordinale x , y , z sia ap- 
plicata la forza AB, che risoluta in tre parallele agli assi OX, OY, OZ dia 
le tre forze P , Q , R. Condotte dalla origine Ole rette OA , OB se il trian- 
golo AOB si proietta sopra i tre piani YOZ, XOZ, XOY, le tre proiezioni 
saranno 

±(Pz-Bx), - 2 (0*-Py). 

Sia infatti QOQ' la proiezione del triangolo AOB sul piano XOY. Condottele 
ordinate QP, Q'P' , avremo 

OP = x , OP' = *—'/*, PQ = y, P'O '=«/ — (). 

Ora il triangolo QOQ' = POQ — PQQ'P' — P'OQ'. Ma POQ = 

PQQ'P' = ’ PP'(PQ + P'O') — ^ — C>) , P'OQ' = Ux— P)(y— Q). 

Adunque sarà 

QOQ' — ^-xy — .^X 2 .7 — Q)— — p ) (y — Q) = (Q* — p y) ■ 

Allo stesso modo si troveranno le altre due proiezioni. 

Ulne. 1 
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60. / momenti della forza AB per far yirare il sistema attorno yli assi OX, 
01' , OZ sorto proporzionali alle proiezioni dell’area AOB sopra » piani 
YOZ , XOZ , XOY, essendo ciascuno dei suddetti momenti doppio della corri- 
spondente proiezione. 

Infatti la forza AB risoluta nelle tre V , Q , 1( tende a volgere il sistema 
attorno gli assi OX, OY , OZ con i momenti (41.42) 

Qz — Ry, Ps — Rx, Qx^-Py. 

Ma le tre proiezioni dell’area AOB sopra i piani YOZ , XOZ, XOY sono (59) 

i((fe- Ry), ì(Ps-lfe), i(Q x -Py). 

Adunque ec. 

E in un sistema di quante forze si vogliano, le somme dei momenti 
con i quali queste forze tendono a far girare il sistema attorno gli assi orto- 
gonali OX, OY, OZ sono proporzionali alle somme delle proiezioni di taote 
arce quante sono le forze , fatte sopra i piani YOZ, XOZ, XOY ; essendo cia- 
scuna somma dei momenti doppia della somma delle corrispondenti proie- 
zioni. 

Gl. Sieno /. , .1/, Y le somme dei momenti con i quali le forze applicate 
al sistema tendono a volgerlo attorno gli assi OX , OY, OZ , e sieno L,, M, , 
JV, le somme dei momenti delle stesse forze rispetto agli assi OX' , OY' , 
OZ' (58) ; saranno 


/., = Lcosv. -f- A/cos/3 -f- Ncoty , 
A/, = fxosct' -f- Slcosj 3' -}- Ncoty' , 
N, = fscosa" -f- Mcotfi” -f- Ncoty” . 


Chiamando A , A ' , A" le somme delle proieziooi di (ulte le aree compagne 
della AOB sopra i piani YOZ , XOZ , XOY ; e B, B ' , B" le somme delle pro- 
iezioni delle stesse aree sopra i piani Y'.OZ' , X'OZ’ , X'OY' ; si avranno (60) 


A '-h N - 

« = !t„ 8'=J.1 = 


Sostituendo questi valori di A, .4', A"; B , B', B " nelle equazioni dimo- 
strate nel numero 58 , otterremo quelle enunciale qui sopra. 

62. Innalzando tali equazioni al quadrato, facendone poscia la somma , 
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co*’* -f- co*’*' -f- cos a" = 1 , 
coi 1 fi -f- coi 1 fi' + coi 1 fi' 1 = 1 , 
cos’y + co*V 4" coi’y" = 1 ; 

cosaeosfi 4- cosx'cosfi' 4* co fa." confi" — eosXOY — 0 , 
cosacosy 4" cotta'cosy' 4" cosa"cosy" = cosXOZ = 0 , 
cosficoty 4- caffi' cosy' 4- cosfi"co$y” = cos\OZ— 0 , 

risulterà 

L .* 4- Af,* 4- JV ,* = Z’ 4- M 1 4- JV 5 . 

Quindi a qualunque terno di assi ortogonali condotti per lo stento punto « ri- 
portino i momenti delle forze , la somma dei loro quadrati è sempre, la stessa. 

. ' 63. I Ire momenti L, M, N tendenti a volgere il sistema intorno ai 
tre asei OX, OY , OZ equivalgono ad un solo momento = ^ L % 4“ il/* 4" N 1 
che teode a farlo girare intorno ad un solo asse il quale fa con i tre priini 
gli angoli che hanno per coseni rispettivamente 

L M N 

y/V+ÌP+N* ’ v/PTS’tRV’’ i/lfi+nr+ÌF' 

Che il sistema spinto da forze che tendano simultaneamente a farlo gi- 
rare intorno ai tre assi OX , OY , OZ con i momenti L , M , N debba conce- 
pire intorno ad un solo asse una sola rotazione corrispondente ad un mo- 
mento unico è chiaro. Ora facendo con questo asse coincidere l’asse OX', se 
è vero ciò che qui sopra è stato enunciato, dietro la supposizione 

L M N 

COI»— . _ — rosa — — ■ - COIV — — ■ ■ - — . 

Vi'+A/’+tV* r V/,*+Jlf+iV* Vz,’ + /W r + T' 

dovranno risultare 

L, = y/ìfi+W+IP , M, = 0 , N. = 0. 

Pertanto sostituiamo nella prima delle formolo dimostrate nel numero 61 
» succennati valori dei cosa , eo*/3 , cosy , avremo - 


V 4- M 1 4- N* 

VV+W+n* 


s/l 1 + tr + pr. 


Inoltre sarà (62) 


M, 1 4- JV,’ == L 1 4 - M 1 4- N 1 — L, 1 — 0 , 
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e quindi 

-I/, =0, N,= 0. 

Adunque ec. 

64. Vicendevolmeute se le forze applicate al sistema tendono col mo- 
mento H a muoverlo in giro intorno ad un asse il quale faccia con i tre assi 
ortogonali OX , OY , OZ gli angoli « , £ , y ; quel momento £1 equivarrà a 
tre momenti ■ 

£lcosx , £lcos(2 , Clcosy 

tendenti insieme ad aggirare il sistema intorno agli assi OX , OY , OZ ri- 
spettivamente. 

Di qui apparisce che i diversi momenti clic hanno le forze applicale ad 
un sistema per condurlo in giro attorno diversi assi ad un tempo, si com- 
pongono fra loro nella medesima guisa che le forze applicate ad un punto. 
E cosi pnre si conferma quanto fa detto nel precedente capo (45) intorno ai 
momenti lineari di rotazione, che cioè se sopra gli assi OX, OY , OZ si 
prendono dal punto 0 tre rette rispettivamente uguali ad L, M, N, cioè 
ai momenti delle forze per rapporto ai singoli assi , e si fa con questi lati 
L, M , N un parallelepipedo rettangolo, la diagonale condotta alla origine O 
sarà l’asse unico intorno a cui tende effettivamente a volgersi il sistema con 
un momento espresso dalla diagonale medesima. 

65. Dati i momenti L , M , N con i quali le forze S , S\ S", S '",. . . 
applicate al sistema tendono ad aggirarlo intorno agli assi OX, OY, OZ, tro- 
vare i momenti /, m, n con i quali le stesse forze tendono ad aggirarla 
intorno a tre assi paralleli ni primi, c condotti per un punto le cui coordi- 
nale sieno a, b, c. 

Risolvendo le forze date nei tre sistemi di forze 
P , P', P" , P'",... 

0', Q", 

R, R' > R", 

parallele rispettivamente ai tre assi OX, OY, OZ, ed indicando con a(P) , 
o((>), o(R) le loro somme, i tre momenti con cui le forze S , S',S", 5"',... 
tendono a far girare il sistema attorno i medesimi assi sono (42) 

£=a ((?).*'— , M=a(P).z—a(R).x ' , N=<s(Q).x—a(P).y. 

J ' 

Ora egli è evidente che per riportare questi momenti ai nuovi assi , basterà 
sostituire nei loro valori alle coordinale x , y , z ; x' , y' , *' le differenze 
x a , y — b, z — c; x' — a, y' — 6, z' —e. Adunque saranno 

l = 9(0) (*' - C) - *(«) (y'-b) = L- «(<?) . C + o(/?) . 6 , 

m = s( P) {z — c) t- a(R)(x' — a) = M — a(P) . c -J- e(R) . a , 
n — o(Q)(x — a) — o(P) (y — b) — N — o(Q) a -f <s{P).b , 

i momenti cercali 
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66. Se sarà <j(P) = 0, <j(()) = 0, a(R) — 0, e se dippiù i momenti 
di rotazione intorno a tre assi ortogonali OX , OY , OZ saranno uguali a 
zero, cioè /- = 0, M =0, N = 0 ; risulteranno uguali a zero anche i 
momenti di rotazione intorno a Ire assi ortogonali qualunque paralleli ai 
primi, cioè f = 0, m = 0, n = 0. E poiché in tal caso 

si avrà pure (62) -f- jW, 3 -f- TV. 3 = 0 , e quindi /,,= 0, M,—0, £V,=0, 

saranno cioè uguali a zero i momenti di rotazione intorno ad altri tre assi 
ortogonali condotti in un modo qualunque per la stessa origine O, e conse- 
guentemente ancora intorno a tre assi paralleli a questi ultimi. Per le quali 
cose deducesi che le equazioni dell'equilibrio di un sistema invariabile libero 
assegnate nel numero 56 non solo sono necessarie , ma anche sufficienti. 
Infatti , posto quelle equazioni , il sistema non solo non potrà concepire 
molo progressivo secondo veruno degli assi OX , OY , OZ , non solo non 
potrà girare attorno veruno di questi stessi assi , ma neppure intorno a qua- 
lunque altro asse immaginabile. 

67. Se vi ha nel sistema da equilibrarsi un fulcro o punto fìsso , 
ogni moto progressivo viene impedito dalla resistenza del fulcro. Basterà 
pertanto che le forze non possano indurre alcun movimento di rotazione ; 
basteranno quindi per 1’ equilibrio le sole equazioni 

£ = 0, Jf = 0, £V = 0. 

Che se nel sistema vi sono due punti fissi , ovvero , che è Io stesso, un asse 
fisso , allora esso non potrà prendere che un moto solo di rotazione attorno 
questo asse; e perciò se l’asse OZ si fa coincidere con l’asse fisso, basterà 
per l’equilibrio la sola equazione 

N — 0. 

68. Passiamo ora a determinare le pressioni sopra gli appoggi o punti 
fissi di un sistema invariabile equilibrato. Sia primieramente il sistema so- 
stenuto da un fulcro o perno fisso. Tenendo ferme le denominazioni usate 
nel numero 65 , rappresentiamo con p, q , r le pressioni che il perno so- 
stiene nel senso delle coordinale; saranno 

P = a (P) i } = r — «(*)' 

Infatti se il fulcro si togliesse il sistema diverrebbe libero , e per man- 
tenerlo in equilibrio si dovrebbero applicare al punto dove sta il perno fis- 
so nel senso delle coordinate , ma in direzione contraria alle risultanti 
o(P) , «((>) , o(K) , le forze p, q, r. In tale stalo di cose si avrebbero 

o(P) — P = 0, o((>) — 7 = 0, «(A) — r = 0, 

donde ec. 

Il fulcro adunque sostiene lo sforzo delle potenze S, S', S", S 1 " . . 
al sistema applicate, come se queste gli fossero applicate immediatamente. 
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Sia in secondo luogo il sistema equilibrato attorno 1* asse immobile OZ 
(fig. a4 a ) fi** 0 ' n due punti a perni M , N. Si chiamino p, q, r le pressioni 
che sostiene nel senso delle coordinate il perno M cui corrisponde la ordinata 
OM = { , e sieno similmente p ' , q ' , r' le pressioni sostenute dall' altro 
peroo N cui corrisponde la ordinata ON = . Per determinare i valori delle 

pressioni avremo le cinque equazioni che seguono 

p +y = '(j(P), ? + = r+r'=o(«), 

ti + ?'C = o(0) • *' - «( «) • y ' , vi +- p’C = <P) • * - <*) . 

Infatti supponiamo che per mantenere l'equilibrio, sciogliendo il sistema 
dal vincolo dei punti M, N e rendendolo cosi libero , si dovessero applicare 
parallelamente agli assi ÓX , OY , OZ , ma io senso contrario alle risultanti 
°((0> «(fi) le forze p, q, r nel punto M , e le forze p' , q' , r' uet 
punto N; per le generali equazioni dell'equilibrio di un sistema invariabile 
libero si avrebbero 

a(P) — p — p' — 0, «(0)— q — q' = 0, o(fl) — r — - r' = 0 , 

o(P).z -c,(R).x'-rpì;— P 'r = 0, 

o(Q).x —o(P).y=z 0, 

le quali in ordine alla determinazione delle pressioni, si riducono alle cin- 
que enunciate sopra. Ma per ciò che riguarda le pressioni r, r' non altro 
può conoscersi se noD che tatto l’asse è sospinto nel senso delle z con forza 
uguale a <j(/ì). 

CAPO V. 

.. DEL CBKTRO DI GBAVITA’. 

69. Niuno vi ha che ignori che i corpi sublunari abbandonati a se 
stessi discendono verticalmente sulla superficie della terra animati da una 
certa forza della di gravità. Laonde la gravità nei corpi è una forza per 
la quale essi tendono a cadere per una linea retta verticale , in guisa che 
non essendo ritenuti da ostacolo alcuno estrinseco , realmente precipitino. 
S’ intende poi per linea retta verticale la perpendicolare alla superfìcie delle 
acque stagnanti. 

Il centro di gravità di un corpo è quei punto in cui la gravità , la quale 
uniformemente si distribuisce per le singole parti della sua massa , in or- 
dine all’ effetto tutta si riunisce; éd è perciò che nei corpi solidi i quali non 
sieno animali che dalla, sola forza di gravità, fermando un tal punto, 
cessi all' istante ogni loro moto sia di traslazione sia di rotazione, e si ri- 
mangano in tal guisa in perfetto equilibrio. 
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70. Rilessi da certissimi esperimenti che lutti i corpi ; di qualunque 
densità sieno e di qualunque volume, per esempio l’oro ed il fiocchetto di 
lana , cadendo verticalmente nel vuoto , descrivono uguali sparii ih ugnali 
tempi , in modo che giungano all’orizzonte con uguali velocità , e dippià 
percorrono nel primo minuto secondo quindici piedi, nel secondo quaran- 
tacinque, nel terzo setlantacinque , nel quarto cento e cinque , e cosi ap- 
presso; conseguita quindi evidentemente che in un qualsivoglia corpo vi ha 
una certa forza continua ma costante ed indipendente dalla massa del me- 
desimo corpo. Questa forza poi che chiamano ancora di gravità, e che i 
Meccanici dinotano con Ut lettera g, di gran lunga differisce dalla forza di 
gravità di cui si è inteso parlare noi numero precedente, ed il cui effetto si 
misura ancora dalla massa del corpo , e che più propriamente dicesi peso. 

71. Si proponga un corpo ugualmente denso in tutte le sue parli, tale 

cioè che la sua massa M venga uniformemente distribuita pel suo volume F. 
£ chiaro che questo volume, facendo nel corpo rimanere la medesima densità, 
diventerà doppio, triplo , quadruplo, ec. al raddoppiarsi, triplicarsi , qua- 
druplicarsi , ec. della massa ; onde la massa net corpo che si suppone avere 
sempre la stessa densità, è in ragione diretta del volume. Ma li forza di gra- 
vità il cui effetto è misuralo ancora dalla massa, è come ogni altra forza 
motrice , in ragione diretta dalla massa. Adonque nella ipotesi che il corpo 
ritenga sempre la medesima densità, la gravità come peso sarà proporzionale 
al volume: e cosi , chiamando G la gravità considerata come forza motrice, 
ossia il peso del corpo , e rappresentando con g la gravità considerala come 
forza acceleralrice e continua il cui effetto iudipendente dalia massa in tulli 
i corpi è io stesso , si potrà porre G— kgV , io cui k esprime un coefficiente 
costante. » 

72. Si divida ora il volume F in « elementi AF', AF" , AF'",.. . i 

quali, supponendosi solido il corpo, saranno invariabilmente fra loro con- 
nessi. La gravità g di ciascuno di siffatti elementi dovrà intendersi applicata 
ad un qualche punto dell’elemento medesimo, io guisa che per kgAV', 
kgAV " , kgAV "' vengano rappresentale telerò forze motrici, le cui 
direzioni, perchè verticali, saranno parallele fra loro. Quindi si fa chiaro che 
il corpo al quale appartiene il volume F, preso sotto questo rispetto, dovrà 
riguardarsi come un sistema invariabile dei punti o elementi materiali AF', 
AF"., AF'",. . . animati tutti da forze parallele kgAV', kgAV", kgAV '",. . . 
Per la qual cosa, riferendo un tal sistema a tre assi ortogonali OX, OY, 
OZ, e chiamando X , F , '/, le coordinale del centro di queste forze parallele ', 
ed xf , y' , x" , y" , i" ; x "' , </'" , ; . . . le coordinate di quei punti 

degli elementi del volume nei quali sta applicata la gravità g , si avranno le 
seguenti equazioni (26) 

V + %à V' + kgH V" + ...)A'=%*'a V'+k g x"< ir" + kgx"'\V" + .... 

(kgi. v+kg^y+tgn v" + ...)F=%'a r + »?' + kgy"\y"+ ...» 

(%AF' + k S \V' + kgiy»'+ ...)Z = àgz'Af" +àg«"A^' +*S»’"A^" + .... 
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Dividendole per kg , esse si mutano in 

(A r + A V"+ A V'"+ . . ,)X — VX = x>A I 7 +*"A F"+.v'"A F'"+ . , , , 
(AF'+AF"+AF"'+...)F = FF = y'Av'+y"Ar''+t/"'AK"'+... , 
(A F'+A F"+A V"'+ ...)Z = VZ == z'A F' +:''A F"-f *'"AF"'-f-, ... 

Ora ponendo 

a(xA F) = x'A V' + x"A V" + x"'A V" + . . . , 

<j(f/AF) = j'AF' 4- j"AF" -J- y"'AV"' + 
o(zAF)= s'AF' + z"AF” + z"'AF"' + ..., 

avremo 

F.Y — o(xAF), FF = o(yAF) , VZ-a(iAV). 

Queste equazioni significano die ogni valore di uno qualunque dei tre pro- 
dotti xAF, yAF, zAF è un elemento della corrispondente somma o VX, 
» FF, o VZ. Quiudi si potranno porre le seguenti altre equazioni 

A(FJY)=xAF, A(FF) = y AF, A(FZ) = sAF, 

donde 

A(FX) A(FF) A (VZ) 
a ~~AV~ t V ~~ AV ’ S ~~ AV ' 

Supponiamo pertanto che il numero n degli elementi , in cui si è supposto 
diviso il volume F si accosti ai firn. = oo ; ciascuna delle quantità AF, 
A(FX) , A(FF) , A(FZ) convergerà al lim. = 0 , e la gravità g andrà in 
tal guisa nel volume F applicandosi ad un numero sempre più grande di 
punti. Laonde, passando ai limili , nel qual caso si avrà il volume V come 
6 in natura affetto della gravità g in lutti gl’infiniti suoi punti, otterremo 

d(VX) d{VY) d(VZ) 

X ~ dV ,y dT ,z ~ dV ' 

Adunque in un qualsivoglia corpo grave di uniforme densità e di volume 
== V , vi ha un punto nel quale in ordine all’ effetto si dovrà concepire come 
riunito tutto il suo peso. Le coordinate poi ortogonali di un tal punto, il 
quale non è altro che il centro di gravità del corpo (69), si determineranno 
per mezzo delle seguenti equazioni 

v tfxdV <fydV SzdV 

X= — ' Y= ~ ì Z== 1 “* 

73. Determinata cosi la posizione del centro di gravità di un corpo il 
cui volume sia F, sogliono i Meccanici determinare la posizione del mede- 
simo centro nelle linee, nelle superficie , e nei solidi geometrici , conside- 
rando siffatte cose come corpi fisici di massa omogeneo e di uniforme den- 
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silà. E primieramente voglia determinarsi il centro di gravità di un arco s 
a doppia curvatura ; dinotando con x a , X, la ascisse dei punti estremi del- 
l’arco, eoli è evidente dia in tal caso in luogo del volume V , e del diffe- 
renziale di’, dovranno nelle formule generali dimostrale qui sopra sosti- 
tuirsi rispettivamente 



Per la qual cosa , la cercala posizione del centro di gravità di nn arco qualun- 
que nello spazio sarà determinala mediante le tre equazioni 



Che se l’arco s fosse situato in un piano, prendendo questo piano per quello 
delle xy , si avranno s= 0 , dc=Ó , Z — 0 , e perciò ij centrò di gravità si 
determinerebbe in tal caso per mezzo delle due equazioni 



il tee. 
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Finalmente se l'arcg s è simmetrico intorno a qualche retta, in questa retta si 
troverebbe il suo centro di gravili; quindi prendendo la retta intorno a cui 
l’arco è simmetrico per l’asse delle w, il centro cercato si troverebbe distante 
dalla origine per - 


l>'^f 


Seguono i seguenti esempi;. 
1 Sieno 


y = aa; •+- 6 , z = a'x + V 

le equazioni di un;i retta nello spazio , della quale si cerea il centro di gravità. 
Avremo 


dy* 


dz 2 


dx 2 ® ’ dx 2 a 


j’ r ‘rfxVl — «ojVi + o 2 + a'\ 

| '"xdx'Sl I + + + 

Xj 

j‘*' ylx Vl+g = [ \ (*.*-*.>+(*.- x 0 )b ] V'i-K+a", 

)’*' nix V I + g = [\ (x.*-*.»)a , +(*,- fl r.)6']Vt+fl*-hi' 1 ; 

e quindi 

1 A ' 1 

-V ~ ^ (*« + *•) > Y = + x ‘) a + 6 ’ 2 = % (*• + x, ) a ' + b - 


Queste coordinate appartengono evidèntemente al punto di mezzo della retta; 
laonde il centro di gravità di una retta si trova nel punto di mezzo della sua 
lunghezza. 

2.° Propongasi l’arco circolare \H\’ (fig. s5. a ) , c sia O il centro ed 
OB = a il raggio del cerchio a cui esso appartiene. Supponiamo poi che un 
(ale arco sia diviso per metà in B dall’asse OX delle ascisse , nel quale per 
conseguenza si troverà il cercato centro di gravità. Facciasi l’arco ABA'=s , 
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dy' 

dx ’ a 2 — x 7 


l’ ascissa OP=arò> « l' ascissa OB=*x. ==a. Avremo 

-* 1 j 

y' = <X‘ — X *, -—-T- — — v , dx 

Qninili 


Vi+$ 


adx 


dx 1 


ya 2 — x‘ 


dg 2 1 

1 + 


j <?* V 

»' Xil 

| xdx \f 1 -+• «Va 1 — x „* = 

. ' x dx 


-ac , 


ponendo = e la corda AA'. Adanque il centro di gravità del proposto arco 
circolare si troverà soli’ asso OX distante dalla origine 0 por 


1 

-ac 

X=L-=“ 


1 

-$ 

2 


Si ricava da ciò il teorema seguente : Il centro di gràvità di un arco circolare 
si trova nel raggio che lo divide per metà , e la sua distanza dal centro è guai - 
la proporzionale dopo 1’ arco , la corda , ed il raggio. 

74. Si cerchi ora di delarminare il centro di gravità di un area curvi- 
linea piana come PMM'P' ( pg . 26'.“) contenuta dallo due ordinate MP = y 0 , 
M'P’= y, corrispondenti alle duo ascisse OP = x 0 , OP'=x,, dalla diH«r- 
renza PP'=x, — -x 0 di queste ascisse, e dall'arco MM' appartenente ad una 
curva piana qualunque di equazione y = /(x). È chiaro che iu tal caso in 
luogo dei volume V e del differenziale dV dovranno nelle equazioni gene- 
rali (72), sostituirsi rispettivamente le quantità 1 ydx , ed ydx , inoltre 
... *’ *V 

I 


nella seconda di queste equazioni ad y dovrà sostituirsi — y ; e finalmente es- 

* . — . " ~ 

sterani 
vranm 

j xydx 


scodo piana l'area basteranno le due prime equazioni. Adunque per la cer- 
cala determinazione si avranno 


Y= 


r t’x\ 


fr, ’ t'«V 

) ydx 1 ydx 

’ .i- 


■Se I area curvilinea tosse simmetrica intorno all’asse OX , come l’area 
Mmm M , in questo asse si troverebbe il centro di gravità, e perciò la sula 
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prima di queste ultime equazioni basterebbe per la determinazione di un lai 
centro ; infatti nella prima delle equazioni generali (72). al volume V e al 

diflcrenziale dV si dovrebbero rispettivamente sostituire 2 ( ydx,e 2ydx. 

Soggiungo i seguenti esempii. 

1.® Si voglia in primo luogo determinare il centro di gravità del rettan- 
golo OBCA ( pg . 27 / ) , la cui base OB pongasi = 6 , c l’ altezza OA =a. Si 
stabiliscano gii assi OX , OY in modo che il primo coincida con la base OB , 
e l'altro con l’altezza OA. La eqnazione della base superiore AC sarà y—a. 
Quindi si avranno 

. ax 1 

■J'xydx =— , ,1 ydx z= ax, fi/dx— <i\r. 

Prendendo questi integrali da x„ =• 0 fino ad x, = 6 , avremo 



Si avranno dunque 



Si deduce da ciò che il centro di gravila di un rettangolo si trova alla metà 
della retta che unisce i punti di messo delle due basi del rettangolo. 

Posto questo teorema, proponiamoci un piano ABCD (fig. 2 8 .“) termi- 
nato dalle parallele AB , CD, u da due linee qualunque AI), BC. Si condu- 
cano delle rette ab, aV, a"b", . . . parallele ad AB, e si compiano i rettangoli 
iscritti e circoscritti apqb, Arsii; a'p'q'b' , ar's'b ; . . . ; Dp"q"C , a'W'b". 
Si considerino questi due ultimi rettangoli. I loro centri di gravità staranno 
sulla retta che unisce i punti di mezzo delle a"r" , b'V'j e quello del pri- 
mo rettangolo nel punto y medio della ev ir , e quello del secondo nel punto g me- 
dio della 

Supponiamo che le diverse rette ab , a'b' , a"b", . . . parallele alla AB si 
vadano sempre più avvicinando, ovvero che crescano di numero; i lati a"r" , 
Dp" e b"s", Cq" si anderanno pure sempre più avvicinando fra loro; e quin- 
di si avvicineranno anche più i centri di gravità g , y. Ma nel limite i rettan- 
goli Dp''q"C, a'W’b" si confondono fra loro. Dunque si confonderanno 
anche i pumi g e y. K poiché i rettangoli suddetti non possono confondersi 
senza confóndersi coll'elemento a"DC.b" dell’area proposta , i centri di gra- 
vità g, y si coufunderanno anche col centro di gravità dell’area elementa- 
re a"DCb". 
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Il ragionamento che si è fatto in ordine all' elemento a''DCb" Yale per 
tatti gli altri elementi. Dunque daciò che si è detto può cavarsi in generale che 
se abbiasi un piano terminato da due rette parallele e da due curve, la gravità 
di un tal piano sta tutta distribuita sulla linea FE che partendosi dal punto 
medio di una di esse parallele vada a terminare al punto medio dell’ altra , 
passando per i punti di mezzo di tutte le rette che possono tirarsi nel piano 
parallele pure alle precedenti. Quindi ove una tal linea fosse retta , in essa 

si conterrebbe il centro di gravità di quel piano. . ■ 

2.° Si abbia il trapezio OACB (fig. 29.* ), di cui la base OD coincida 
con P asse OX delle ascisse : si dica b questa base , e con a , a' si dinotino i lati 
OA , BC paralleli all* asse OY delle ordinate ; la equazione del Iato AG sarà 
evidentemente > . 


a! — a 


x -f- a. 


Quindi saranno 


ydx = x djt -f- adx , xydx - 


- x 2 dx 4“ axdx , 


, , , „„ 

S ydx= — — : + ox , 


Ora questi integrali presi da x o = 0 tino ad x, 


J l ,d *= 


(a' - a)b 


Si avrà dunque 


+ ab, 


X — 


(a' — a) 6 


„ , <a' — a)* 5 . «x 1 

, fxydx=: — 4- — 

c b , danno 

(a' — a)b 2 /ab 1 

2 


Cb 


(a 1 — a)b 2 , ab 2 

2 


ab 


b 2a' + a 
3 - n' + a ' 


Trovata cosi P ascissa X del centro di gravità del trapeno , potremo senza al- 
iro calcolo determinarne la posizione con la seguente semplicissima costru- 
zione : per i punti medii D , E de, lati paralleli 0 A , BG .. ^ conduca la retta 
DE; questa dividendo in due parti ugual, tutte le re te parallele ad ™’ n T 
terrà (1 .«) il centro di gravità del trapezio. Prendendo qu.nd, m OX dal punto 

O una retta OF = ^.|^=-V, e dal punto F innalzando FG perpendi- 
colare ad OB, il punto G dove essa Incontrerà la DE sarà ,1 centro d> gravità 
del trapezio. Siccome poi si ha 

OB . DE = OF : DG , 
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dalla quale proporzione si ricava 

nr _ DE X OF _ DE 2a' -f a 

. OB — 3 ’ o'+a ’ 

e quindi „ 

. .. . DG:DE=2a' + a: 3(a' + o), 

perciò si darà luogo al teorema segacnte : il centro di gravità delta superficie 
di un trapezio si trova nella retta che divide per metà i suoi lati paralleli ; 
la distanza poi di un tal centro dal lato minore contata sopra la retta dividente 
per metà i lati paralleli sta ad una tal retta , come la somma dei lati paralleli 
più il lato maggiore sta al triplo della somma di questi stessi lati. 

3.° Per un terzo esempio, suppongo che si domandi il centro di gra- 
vità del triangolo OAB ( fig. 3o.“ ). 

Si fissi la origine delle coordinate nel vertice O , e si situi 1’ asse OX delle 
ascisse in guisa che riesca perpendicolare alla base AB del triangolo. Si rap- 
presenti questa base con 6 , e f altezza OD con h. Per un punto qualunque P 
appartenente alla retta OD s’innalzi la perpendicolare PNM a questa retta, 
e si dinotino le ordinale PN, PM delle due rette OB , OA rispettivamente 
con 1 1 , y'. £ chiaro che qui gl’ integrali che entrano nelle forinole genera- 
li , cioè gl’ integrali . 

Sydx , J'xydx , Jy 'dx . 

debbono, prima di estendersi da x 0 fino ad x, , prendersi da y fino ad y’. 
Adunque si dovranno calcolare nel caso nostro le due seguenti forinole 

f *'W — y)*dx 5 f *(y ,J y*)dx 

' £ J X 0 y * J X 0 

■ f V — »)<** i \y'—y) dx 

J X J Xo 


F. per cominciare dalla prima , osserviamo che avendosi 

OP : ON = OD : OB , ON : NM = OB : BA , 

si otterrà 

OP ; NM — OD : BA , ossia x : y’ — y = h : b , 
dalla qnale si ricaverà 

’ bx 

y‘-y= T - 


= 0, x, 

= li, avremo 

b ( 

*/» bh 

’ X =h.i 

0 2 ’ 

b 

CU , bh' 

rdx = - 

1 x\lx = 

J 0 3 
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e quindi. . • ■ . 



Notiamo poi che, come nel primo esempio , cosi pure in questo secondo non 
tì lia bisogno di calcolare il valore di Y. Imperocché se E è il ponto di mezzo 
della base AB, c si congiunga OE, questa secherà in due parti uguali tutte 
le rette parallele ad AB, e conterrà (1.°) per conseguenza il centro di gra- 
vità del triangolo. Se dunque prendiamo sopra OD a partire dal punto O 
2 

una parte OF = - h—X, ed innalziamo dal punto F la retta FG perpen- 

dicolare ad OD , il punto G dove essa incontrerà la OE sarà il cercato centro 
di gravità del triangolo OAB. La retta FG secando OD, OE in parli pro- 
porzionali , si avrà 

OG = ^OE. 

Quindi il teorema : il centro di gravità della superficie di un triangolo si trova 
sopra la retta che congiunge il vertice col punto di mezzo della base, ai due 
terzi di questa retta a partire dal vertice , ovvert > ad un terso a partire dalla 
base. 

Questo teorema può dimostrarsi senza il soccorso del calcolo- integrale 
come segue. Proposto il triangolo ABC ( fitj . 3t. a ) dal vertice B si tiri al 
punto medio E del lato AC la retta BE ; questa retta dividerà tutte le rette 
parallele ad AC in parti uguali , e perciò (l.°) il centro di gravità del trian- 
golo proposto dovrà necessariamente trovarsi nella retta BE. Nella medesima 
guisa si dimostrerà che un tal centro di gravità si trova nella retta CD che 
dal vertice C si conduce al punto medio D del lato AB. Per la qual cosa 
esso si troverà nella comune intersezione G delle due rette BE , CD. Ora 
tirando la retta DE, questa riuscirà parallela al lato BC , poiché essa di- 
vide i lati AB , AC in parli proporzionali. Adunque si avranno 

DE : BC = AD : AB = 1 : 2 , 

DG : GC= DE : BC = 1 : 2 ; 

*• - • . * '*•* .» 

ossia DG è = -GC, e conseguentemente =-DC; ciò che doveva dimo- 

A * U * • - * 

strarsi. < 

Non sarà dui lutto fuor di proposito il dimostrare il teorema relativo 
al centro di gravità del trapezio mediante il teorema relativo al centro di 
gravità dei triangolo. 

Si abbia uo trapezio qualunque ÀBCD (fig. 32.“). 11 suo centro di 
gravità sarà evidentemente situato sopra la retta HK che congiunge i punti 
medii dei due lati paralleli , che ritenendo le stesse denominazioni di sopra , 
chiameremo a , a’. Conduciamo la diagonale AC , e le rette AK , CH, e di- 
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vidiamo HK io «re parli uguali in E, F; le retle EL , FM condotte paralle- 
lamente al lato AB determineranno in L , M i centri di gravità dei triangoli 
ABC , ADC. Laonde il centro di gravità del trapezio dovrà trovarsi ancora 
sopra la retta LM , e perciò ai troverà in G intersezione comune delle due 
rette HK , LM. Osserviamo pertanto che il punto G deve dividere LM in 
parti reciprocamente proporzionali alle aree dei triangoli ABC, ADC : quésti 
triangoli poi avendo la stesso altezza stanno fra loro come le basi AB, DC ; 
quindi avremo - • 

• LG : GM=DC: AB=a' :a. 


Ma 

Adunque 

donde 

ossia . . 

Sarà dunque 

1 a' 

EG =- HK — - 
3 a + a 


LG:GM = EG:GF. 
EG: GF = a':a, 

EG + GF: EG = a' + a:a', 

- HK : EG =.n' -f- a : a'. 


, hg^Ìhk + Ihk^» 


. 3 , \ « + n / 3 \ a' -f- u / 


e quindi 


1IG : IIK = 2a' + a : 3(a' + a). 


4.° Si abbia il segmento di cerchio AOA'P ( fig. 33.‘) il quale si sup- 
ponga situato simmetricamente intorno all’ asse OX delie ascisse , e propo- 
niamoci di trovare in questo stesso asse il centro di gravità di un (al seg- 
mento. Chiamando a il raggio del cerchio a cui il segmento appartiene , la 
equazione y*=2ax —x 1 differenziata darà ydy = adx — xdx \ moltiplicando 
poi questa equazione per y , otterremo 

, ■ t ’ • • ' • ' ,, . 

y^dy = aydx — xydx , xydx = aydx — y*dy . 

Integrando fra i limiti ;z o =0 cd x, = OP, avremo 
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Sia G il cercalo centro di gravità , sarà OG = X , e 


CG = a — .Y = 


(AP ) 5 



1 (2APV 



1 (AA')' 
1 2 AOA'P 


Quindi il teorema : il centro di gravità di un segmento di cerchio si trova 
nel raggio che lo divide per metà , e la sua distanza dal centro del cerchio è 
la dodicesima parte del cubo della corda diviso per V area del segmento. 

5.° Sia CADB ( fig . 34- a ) un settore circolare; considerando l’arco ADB 
come una porzione di poligono di una infinità di lati uguali , possiamo decom- 
porre il settore in elementi triangolari uguali, i quali abbiano tutti quei lati 
per basi ed il vertice comune nel punto C. Applicando in seguito la forza che 
agisce sopra ciascun elemento al suo centro di gravità, per essere la distanza 
di ciascun centro di gravità dal punto C uguale ai due terzi del raggio del 
cerchio , ne risulterà un sistema di forze parallele cd uguali applicate a tutti 
gli elementi dell’arco A'D'B' descritto dal punto C come centro c con un 
2 

raggio uguale a ~CD. Quindi il centro di gravità del settore sarà il centro 

° 3 

di queste forze parallele, ovvero il centro di gravità dell’arco A'D'B'. Ora 
rappresentando con a, s, e il raggio CD, l’arco ADB, e la corda AB, le 

quantità analoghe relativamente ad A'D'B’ saranno -u , -s ,’-c; se dunque 

G è il centro di gravità che si cerca , esprimendo al solito con A' la sua 
distanza dal punto C , sarà (73 : 2.°) 


X — CG = 


2 

- ac 
3 


donde risulta il teorema seguente : il centro di gravità di un settore di cer- 
chio si trova sul raggio che lo divide per mezzo, e la sua distanza dal centro 
del cerchio è quarta proporzionale dopo V arco , la corda , ed i due terzi del 
raggio. 

75. Debba ora trovarsi il centro di gravità di una superficie curva ge- 
nerata dalla rotazione della linea MM '{fig. s6. a ) di lunghezza s e di equa- 
zione y = f(x) , intorno all’ asse OX. 

Dovendosi evidentemente un tal centro trovare nell’asse OX, basterà 
ilecc. 9 
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in questo caso calcolare il solo valore dell’ascissa ,Y ; per siffatta determina- 
zione adunque sarà sufficiente la sola equazione Pertanto essen- 

do il differenziale della superficie generata dalla rotazione dell’arco s intorno 
all’asse OX espresso per 2 reyds , e la superficie per 2ir j'ydSjdoreaJoja?, 

J X o 

dinotano le ascisse dei punti M,M', sostituendo a d V ed a V questi valori 
si otterrà 


Xz= 


f- 

J x 0 


xyds 


yds 


*0 


Quindi i.° Jl centro di gravità di una calotta o di una zona sferica si 
trova nel punto di mezzo della saetta. 

Si abbia primieramente la calotta sferica M'Om' ( fig . 35.“) generata 
dalla rotazione dell’arco di cerchio OM' intorno all’asse OX. La equazione al 
cerchio y 1 =2ax — sé 1 darà 

ds = d*Vl +~ = d.V7+5E^ = ft 

dx y‘ y ’ 

.yds—adx, xyds — axdx. 


Le ascisse poi dei punti estremi dell’arco OM' essendo x o =0 
si avranno 



= o.OP', 





= OP', 


„ OP' 

Adunque sarà X = — . 

Propongasi in secondo luogo la zona sferica MM'm'm generata dalla ro- 
tazione dell’arco MM' intorno ad OX; avendosi qui x 0 = OP, x, = OP', ri- 
sulteranno 


j"*‘ ydsc=a (OP' — OP)=a.PP', 

_ a (OP , -fOP)PP , > 

J x a 2 2 


e quindi si otterrà 


X = 


OP'-f OP 


= OG, 
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PG— X — OP— 


OP' + OP 
2 


OP= 


OP'— OP 
2 


PF 

2 


2.° Propongasi ora la superfìcie convessa di un paraboloide MOm 
(fig. 36. m ) generata dalla rotazione dell’arco di parabola OM intorno al- 
l’asse OX delle ascisse. 

La equazione della parabola y 1 = px dà 


d £_ = f__ 

dar* dy 1 4x ’ 



e quindi 


yds — dx Vpx vl+^. = dx \f px -f- > 

4z 4 

xyds = xdx \/px^J l + -^- — xdx Sf px + 
4* '• 


Per la integrazione di queste forinole, facciamo 


donde 



4 s 1 — p 1 . 2 idz . 1, . , , w 

= — — —, d* = , *cfa: = — (4z 5 — P 1 *) d«; 

4p p 2p 


avremo 


<lx , *dx \fpx-)r^ = ^s (4* 4 — pV) dz. 


Integrando la prima si otterrà 



2» 1 

37 


2 / . pVv/ . P" (4x+pjl/4px+p’ ; 

= <iA , “ + 4j VP + « = Ì2 
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ed integrando la seconda si avrà 



(4x -f p) V 4 px -f- p 1 (6x — p) 
8715 


Laonde osservando che i limili fra i quali si debbono prendere questi inte- 
grali sono x 0 — 0, x, = OP = x, risulteranno 

JtT 12 ’ 

f _ ( 4 j +P ) ^ 4 P* + P\bx — p) + p' 

Jo J ' 8.15 

e perciò 

Y ( 4x 4- p) |/ 4px -f- p* (6x — p) + p s 

10 (4x + p) V^px-fp 1 — p 1 

t 

3.° La cicloide ci somministrerà due esempii facendo rotare successiva- 
mente l’arco OM ( fiy . 3y.‘) intorno all’asse OX, ed all’asse OY. 

La equazione differenziale della cicloide essendo 

dy = dx V 2a ~~ J , 

X 

nella quale 2a esprime il diametro del cerchio generatore, avremo nel pri- 
mo caso 


d* = \dx* + dy' — dx Vi +— — f = dxV-i 


yds = y dx — \f2ay~-jz : , xyds — yxdx \j'—— ^2a y Vx dx . 
x yx x 
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Prendendo gl’integrali in modo che si annullino al punto O dove x — 0 , 
otterremo mediante il metodo della integrazione per parti 


'J* yds = 2 V^2a [ y V^x — J* ^ V2a — x dx J = 

= 2 V'2 a [ y V^* + |(2a — x) V^2a — x — |2a \/2a ] , 

j'^xyd< = ? V‘2a [ xy \/x — |*^xV / 2a — xdxj = 

2 2 

= - V2a [ xy V* + « 2a (2a — x) V^a — x — 
o o 

— ? (2a — x) 1 V2^X — l(2a)’ VTa ] , 


do iute 


xy Vx +^2a(2a — x) \/2 a — x — ^(2a — x) J V2a— x— — (2a)*V2a 

IO O 

= 3 . /— . 2 


y Vx~i~- (2a — xJV^a — x — — 2aV // 2a 
3 3 


la qual formolo ci farà conoscere nell’asse OX il centro di gravità della su- 
perficie generata dalla rotazione dell’ arco OM intorno al medesimo asse. 
Allorché questo arco è la semicicloide OA si ha x = 2a , ed y = a* ; quindi 
sarà 



Nel secondo caso il differenziale della superficie è 2 rxds , ed il suo mo- 
mento è 2ffxy di, e perciò la distanza Y del centro di gravità dalla origine 0 
sarà 
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Ora li ba 


ds = Vdx 1 -^ dy* — dx \ì '— , xd$ — \^2a dx \/x, yxdt — V 2a y \/x dx , 

x 

f xds=z\ ^/2ax Vx, 

J 0 3 

| yxdt—? V2a\xy \Ar-j-^2a(2a — x) Via— x— ^{2a— xys/la— x— 

J 0 3 L 3 5 

-A( 2a )^], 

c quindi 

xy\/x+ ?2a(2a — x) V‘2a—x — ^(2 a — x) J V2a — x — -^(2a)’V / 2a 

Y 3 5 15 

x^Jx 


ci farà conoscere nell’ asse OY il centro di gravità della superficie generata 
dalla rotazione dell’arco OM intorno allo stesso asse. Allorché questo arco 
è la semicicloide OA , risulterà 


y - a <H !)=°('-A> 


76. Proponiamoci ancora di determinare la posizione del centro di gra- 
vità di un solido qualunque generato dalla rotazione dell’area curvilinea 
MPP'M' ( fig . a6. a ) intorno all’asse OX delle ascisse. . 

Poiché per ipotesi il solido del quale qui si cerca il centro di gravità é 
generato dalla rotazione di un’area curvilinea intorno all’asse delle x , 
esso sarà situato intorno a questo asse simmetricamente , e perciò il cercato 
centro di gravità dovrà trovarsi nell’asse medesimo. Per la qual cosa , nella 
prima delle formolo generali (72) sostituendo in luogo di V e del differen- 


ziale dV il solido di rotazione * 
otterremo 


X 


J tfdx, ed il suo differenziale xy 2 dx , 



la qual forinola ci darà la distanza del centro di gravità situalo come si é 
detto nell’asse OX dalla origine 0 delle coordinate. 
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Soggiungo i seguenti esempli : 1 .° Il centro di gravità del segmento 
sferico 35.“) di raggio OC = a, e di ascissa OP = x, si trova 

nell’ asse OX distante dal vertice 0 per 

8a — 3x 

' " I2a — 4x*’ 

Infatti essendo qui y z = 2 ax — x 1 , si avranno 

ifdx = 2axcfx — x 2 dx , xy z dx — ‘2ax 2 dx — x l dx , 


e conseguentemente 


J 

I 


* x 5 

1 1 dx — ax — — 
0 3 


jru’dx = — ax 5 
0 3 



x 4 Sax — 3x 3 

T = ' 12 * ’ 


donde facilmente si dedurrà la succennata distanza X. 
Ponendo poi in quella formola x — a , si avrà 



che è la distanza dal punto O del centro di gravità dell’emisfero; e ponendo 
x — . 2 a , risulterà 

X = a ì 

nel centro cioè della sfera si trova pure il centro di gravità della medesima. 

2.° Il centro di gravità di un segmento di ellissoide il cui semiasse di 
rotazione sia = a, e l’ascissa =x, si trova nell’asse distante dal ver- 
tice per 

„ 8<i — 3x 

A = x , 

1 2a — 4x 


come pel segmento sferico. 

3.° Per un segmento di paraboloide si ha 



4.° Per un segmento d’iperboloide si ottiene 

„ 8a + 3x 

A — — — x . 

12a+ 4x 

E qui o l’ascissa x è mollo piccola a coufronto di a, o è mollo grande : nel 
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primo caso potrà farsi 


nel secondo 



Nei casi intcrmedii sarà sempre 




77. Il centro di gravità di una piramide triangolare , si trova nella 
retta che congiunge il vertice col centro di gravità della base , ed l distante dal 
vertice per i tre guarii di guesta retta. 

Sia ABCD (/ ìg . 38. “) la piramide triangolare. Si divida il lato CD 
della sua base BCD in due parti uguali nel punto E , c si congiunga BE. 

2 

Preudendo in questa retta dal punto B BF = - BE , sarà (74 : 3.° ) F il cen- 

«J 

tro di gravità di quella base. Ora se si congiungc il vertice A col punto F , 
dico primieramente che il centro di gravità della piramide si trova nella con- 
giungente AF. Imperocché risolvendo la piramide in più clementi BCDdcb, 
bcdd'c'b' , b'c'd'd'Vb",. . . per mezzo dei piani bed , b'c'd' , b"c"d", ... 
paralleli alla base BCD, le intersezioni di questi piani con la piramide sa- 
ranno i triangoli bed, b'c'd' , b"c"d" ,.. . simili alla base BCD , e quindi 
conducendo in questi triangoli dai punti b, b', b",... ai punti medii , 
e, c', e",... dei lati cd , c'd', c"d",... le rette be , b'e', b"e",. t . ad 
ognuno si farà nolo per la Geometria che i punti f , f' , f" ,. . . di queste rette 

2 

delle quali le parti bf, b'f', b"f",... sono rispettivamente uguali a -be, 

O 


2 2 

-b'e', -b"e",. . . si troveranno lutti nella retta AF. Adunque la retta AF 

3 3 


passerà per i centri di gravità di tutti i triangoli bed , b'c'd', b"c"d'', ... , 
c quindi conterrà i centri di gravità dei prismi iscritti aventi per basi que- 
sti triangoli , ed i lati ad essa paralleli. Ma supponendo che il numero de- 


gli elementi BCDdcb, bcdd'c'b', b'c'd'd"c''b'',... della piramide cresca in- 


definitamente , la differenza tra uu elemento qualunque della piramide ed 
il prisma iscritto corrispondente si fa sempre più piccola , tanto da divenir 
nulla nel limite. Adunque il centro di gravità di questa piramide si troverà 


in AF. 


Ciò posto, dai vertici A, B ( fig . ■?<?.“) della piramide triangolare ABCD 
si conducano ai centri di gravità F, F' delle basi BCD, ACD le rette AF , 
BF' e si congiungano i punti F, F' con la retta FF'. Il centro di gravità 
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della piramide dovendosi trovare tanto nella retta AF, quanto nella retta 
BF', queste due rette, le quali effettivamente sono nello stesso piano AEB , 
dovranno necessariamente secarsi in un punto G , e questo punto sarà esso 
stesso il cercato centro di gravità. Ora nel triangolo ABE la retta FF' ó 
parallela al lato AB , poiché essa seca gli altri due lati AE , BE in parti pro- 
porzionali. Quindi si avrà 

FG: GA = FF'I AB = FE : BE; 
ma BE = 3FE ; dunque G A = 3FG , ed FG = - GA , donde 

u 

AF = GA+ FG = GA + ÌGÀ = 5GA, 

«J o 

e conseguentemente 

ga=4af. 

4 

Adunque ec. 

78. 11 teorema già dimostrato si estende facilmente ad una piramide 
qualunque ed al cono. 

Infatti se si conduce una retta dal vertice al centro di gravità della 
baso, è manifesto in primo luogo che il centro di gravità della piramide deve 
trovarsi in questa retta , passando essa per tutti i centri di gravità degli 
infiniti elementi nei quali si risolve la piramide per mezzo di piani paralleli 
alla base. Si supponga ora che la base della piramide si sia divisa io trian- 
goli per mezzo di diagonali, e che la piramide stessa sì sia divisa in altret- 
tante piramidi triangolari con piani condotti pel vertice e per questo diago- 
nali. Conducendo un piano parallelo alla baso della piramide ed ai tre 
quarti della sua altezza a contare dal vertice , questo piano passerà per 
tulli i centri di gravità delle piramidi triangolari , e perciò passerà anche 
pel centro di gravità della piramide data. Questo centro adunque doven- 
dosi trovare tanto nella retta che unisce il vertice col centro di gravità della 
base, quanto nel piano parallelo alla base o che taglia tutte le rette condotte 
dal vertice a questa base ai tre quarti delle loro lunghezze a partire dal ver- 
tice , si troverà per conseguenza ai tre quarti di quella retta. 

E ciò vale per quante sieno le facce della piramide; dunque ancora per 
la piramide ad inGnilc facce, ossia pel cono. 

79. Siamo ora al caso di potere determinare il centro di gravità di un set- 
tore sferico. Infatti se s’ intenda la calotta che fa da base al settore divisa in. 
una infinità di faccette piane, ed il settore diviso in altrettante piramidi aventi 
per basi queste faccette ed il vertice comune nel centro della sfera , i centri 
di gravità di queste piramidi si troveranno tutti sopra la calotta che fa da 
base al settore che è concentrico al settore dato , e che ha il raggio uguale 
ai Ire quarti del raggio di questo ; quindi si conchiude che il centro di gra- 

Mecc. io 
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vità del settore dato sarà lo stesso che il centro di gravità della calotta base 
del settore concentrico. 

Ciò premesso sia ACD ( fig . 34°) il settore circolare generatore del 

3 

settore sferico dato. Sul raggio CA si prenda CA' =— CA , e fatto centro in 

4 

C col raggio CA' si descriva l’arco di cerchio A'D'. Mentre il settore circo- 
lare ACD rotando intorno a CD genera il settore sferico in quistione , l’ arco 
A'D' genererà la calotta il cui centro di gravila sarà lo stesso che il centro di 
gravità del settore. Ma il centro di gravità di una calotta è nel punto di mezzo 
della saetta (75: l.°). Adunque dividendo D'E' per metà in G, sarà questo 
punto il cercato centro di gravità. Ora ponendo il raggio CA = a, DE = x, 
DG = .V, abbiamo 

*=DD'+ÌD'E'=i.+i(!— CE') = j|.— ÌCE'. 


Ma la proporzione 


CA(==o) : CE ( = a — x) = CA'( —— a ): CE' 


dà CE' = -(a — a;). Adunque sarà 
4 


X=|a—|(a — *)=-(2a+ 3*). 


80. Stia in equilibrio attorno ad un punto A ( fig.fo." ) un uumero qua- 
lunque n di forze AB , AC , AD , AE , .... Sarà A il centro di gravità dei 
punti B, C, D, E,. .., considerando questi punti siccome aggravati da 
pesi uguali. 

Imperocché riferendo il sistema dei punti A, B, C, D, E,. . . a tre assi 
ortogonali, chiamiamo A’, K, Z le coordinate del punto A; x, y, z quelle 
del punto B; x', y', z' quello del p unto C; ec. La forza AB essendo pe r ipotesi 

espressa dalla retta AB sarà = |/(x — Al)* + (y — ì ) 2 + (s — Zy , e per- 
ciò essa risoluta in tre forze parallele ai tre assi dovrà dare per le tre com- 
ponenti le differenze 

x-X, y-Y, z- Z. 

Similmente si risolverà la forza AC nelle tre 

*' — X , y' — Y , z' — Z , 

la forza AD nelle tre 

x"-X, y"-Y, z"-Z, . 
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x'" — X, y'"—Y, x"' — Z, 

ee. ec. Adunque (51) 

x + x' -f- x" -f- x'" + . . • 

y'+y' + y" + y"'+ • • • 

z + z' + s" + z'" -\ 

e quindi le coordinate del punto A saranno 

v X Jf- x' + x" + X 1 " -f- . . • 

A " > 

n 

Y_ y+ , y' + y"+y"' -> — 

n 

£ ? 

n 

le quali sono per lo appunto (26) le coordinate del centro di gravità dei 
punti B , C, D , E,. . . 

Convertendo il discorso apparirà reciprocamente che se il punto A è il 
centro di gravità dei punti B, C, D, E,. . sollecitato quel punto dalle forze 
AB, AC, AD, AE,. . . si rimarrà in equilìbrio. 

81. Un punto che è posto nel centro di gravità di un triangolo, e che i 
sollecitato da tre forze espresse dalle rette terminate ai vertici del triangolo , 
resterà in equilibrio. 

Questo teorema si farà evidente se dimostriamo che il centro di gravità 
di un triangolo é anche il centro di gravità di tre pesi uguali collocati nei 
vertici del triangolo. Ora ciò si dimostra facilmente come qui appresso. 
Chiamiamo P ciascun dei pesi applicati ai vertici A, B, C del triangolo ABC 
( fig . 4< •*); sarà nel punto D medio del lato BC il centro di gravità dei pesi 
P, P sostenuti dai punti B, C, e questo puulo D sosterrà per conseguenza 
il peso 2 P. Ad ottenere ora il centro di gravilà del peso 2P applicato in D 
e del peso P applicato in A si farà 

AG : GD=2P : P — 2 : 1 . 

donde si ricaverà AG = 2GD, dal che si scorge essere il centro di gravità 
dei soccennati tre pesi lo stesso che il centro di gravità del triangolo (74: 3.°). 

82. Un punto che è posto nel centro di gravità di una piramide triango- 
lare, e che i sollecitato da quattro forze espresse dalle rette terminate ai quattro 
vertici della piramide , resterà in equilibrio. 

Imperocché é facile il dimostrare che il centro di gravità di una pira- 
mide triangolare è anche il centro di gravità di quattro pesi uguali collocati 
nei quattro suoi vertici. 


— n.Y — 0 , 

— »F = 0, 

— nZ = 0 ; 
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CAPO VI. 

DELI* USO DEL CESTRO DI GRAVITA* PER LA MISURA DELLE SUPERFICIE E 
DEI SOLIDI DI ROTAZIONE.' DEL MODO DI TROVARE PER APPROSSIMA ZIONE 
LE SUPERFICIE , LE SOLIDITÀ* , ED I CESTRI DI GRAVITA* DELLE FIGURE 
DELLB QUALI NON SI ABBIANO LE EQUAZIONI. 

83. La superficie generala dalla rotazione di un arco i uguale all’arco 
moltiplicato pel viaggio del suo centro di gravità. 

Questo centro di gravità descrive una circonferenza di raggio F ; quindi 
il suo viaggio é = 2 rcY. Ma (72. 73) 



t 


Aduoque il viaggio del centro di gravità dell’ arco moltiplicato per l'arco 

l'X t 

stesso é = 2ir 1 ijds. Ma questo è il noto valore della superficie generata 

dalla rotazione dell’arco s intorno all’asse dello ascisse. Adunque ec. 

84. Se più archi si avvolgano intorno ad un asse comune , la somma o la 
differenza delle superficie da essi generale è uguale alla somma o alla diffe- 
renza degli archi stessi moltiplicata pel viaggio del comune loro centro di 
gravità. 

Siene gli archi s, s’, s",. . . e le ordinate dei loro centri di gravità 
Y, Y 1 , F",. . ., le superficie da essi generate saranno (83) 

2 irsF, Ire s'Y' , ‘Irci "F",... , 

e la loro somma 

2t(sF+s'F' + s"F''+ ...). 

Ora il centro di gravità comune di tutti gli archi avendo per ordinata (26) 
sF-f s'F' + s"F"4- ... 

il suo viaggio sarà 

2*(sF + s'F' + s''F" + ...) 
s + s'4-s" + ... ’ 

e questo moltiplicalo per la somma degli archi s + s' + s" 4- ... dà 
2*(sF + s'F'-f s"F"-l- ...). 

Adunque ec. Vale lo stesso discorso per la differenza. 
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85. Jl solido generato dalla rotazione di una superficie piana è uguale 
alla superficie moltiplicata pel viaggio del suo centro di gravità. 

Qui abbiamo (74) 


Adunque la superficie l ' ydx moltiplicata pel viaggio del suo centro di 

gravità cbe è 2 trY sarà =r ’ y'dx. Ma è questa la espressione del so- 
lido generato. Adunque ec. 

86. Si dimostrerebbe ora nella stessa guisa che si è dimostrato il teorema 
del numero 84 che girando intorno ad uno stesso asse più superficie, la somma 
o la differenza dei solidi da esse generati agguaglia la somma o la differenza 
delle superficie moltiplicata pel viaggio del comune loro centro di gravità. 

Tutti questi teoremi sono dovuti al celebre Geometra Gnidio della Com- 
pagnia di Gesù. Questi pubblicò negli anni 1635-41 in Vienna di Austria 
l’opera intitolata Centrobaryca (centro dei pesi), nella quale si trovano di- 
mostrati per induzione i succennati teoremi. 

87. Allorché non si sa la equazione di nna proposta curva piana , il 
valore delle ligure terminate da essa o generate dal suo ravvolgimento, come 
pure il sito dei loro centri di gravità non si può ottenere altrimenti che per 
via di approssimazione. 11 mezzo di approssimazione più ovvio consiste nel 
segnar molle ordinate a brevi ed uguali intervalli , e considerar poscia gli 
archetti compresi come rettilinei, trasformando così la curva in un poligono. 
Si ottiene però maggiore accuratezza senza maggior fatica di calcolo conside- 
rando invece quegli archetti siccome altrettanti archi parabolici giusta l'in- 
gegnoso metodo immaginalo da Simpson. 

88. Propongasi in primo luogo di misurare il piano LL'X'X... ( fig.fa .•). 
Conducendo a traverso di esso un asse qualunque AS, si divida AS in un 
numero pari di parti uguali AP , PQ , QR , . . . , e per i punti di divisione si 
tirino le ordinate AL, PM, QN,. .. perpendicolari all’asse; si faccia inol- 
tre AP = à = PQ = QR = . . . , e si dinotino con Sii , y , , J|j , • • • lo ordi- 
nate AL , PM , QN , . . . . Se l’arco LMN dal quale è terminata la superficie 
ALMNQ si riguardi siccome appartenente ad una parabola della quale MP 
sia un diametro, condotta la corda LN, questa superficie sarà composta del 
trapezio ALNQ e del segmento parabolico LNM. Quindi compiendo il paral- 
lelogrammo LNnl sarà 

ALMNQ = ALNQ + \ LNnl. 

u 
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Ora noi abbiamo 

ALNO = i AQ(AL + QN) , 

e se si conduca LH parallela ad AQ risulta 

LNnl = Nn.LH=Mp.AQ. 

Adunque sostituendo si avrà 

ALMNQ = i AQ(AL + QN) + ? Mp . AQ , 


ovvero ancora 


Ma 


ALMNQ = AQ ( ^ - L - + QN + ? Mp) . 

AL + QN 


Mp = PM — Pp = PM 

Adunque 

ALMNQ = AQ 


'AL + QN + 2 

u 


AL-f Q 


JN^_ 


AO t 

== 0 (AL + 4PM + QN)== 3 A(!,, + 4j '‘ + y5) ’ 

Nella medesima guisa si determinerà la superficie contigua alla precedente , 
e si troverà 

QNOXS = ~ Kys -f + y 5 ) ; 

e cosi pure sì determineranno tutte le altre superficie nelle quali è stata di- 
visa la proposta. 

Sommando tutte queste espressioni, risulterà la superficie totale (*) 

ALXS. ..==jA(y, -f-4y,-J-2y, -J-4y 4 4-2ys +4ys + . ..-f-y,). 


(') Non sarà crrtamcnlc discaro agli studiosi il leggere qui tradotta dai francese in 
italiano la dimostrazione die Pron j ( Archilei t. Hydraul. Tom. 1, § ai3) fa di questa 
formula. 

Sia AP<*>P<*>ec.A ( fig, 42 * bis) duo spazio terminato dalla curva PtOPWec. di 
una natura qualunque, e proponiamoci dapprima di misurarne la superficie. Per la 
qual cosa si dividete l'asse AX dalla origine A fino al punto dove si termina la misura 
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Con simile procedimento si troverà l’area AL'X'S. . . a fine di aggiungerla 
alla precedente ; e se la curva inferiore L'X' è uguale alla superiore LX e 
similmente situata rispetto all'asse , basterà iu tal caso raddoppiare il valore 
trovato dell'area ALXS.>< 


in un certo numero di parti uguali-, più se ne avranno, e più il calcolo sarà esatto. Per 
i punti di divisione A, A, ec. ('innalzeranno le perpendicolari APl'),AP<*), ec. che noi 
chiameremo e0 - > le c ‘fre (*)> ( a )« (3)> ec. dinotando i numeri delle ordi- 

nate , e ciascuno spazio corrispondente a due divisioni, come per esempio APl*)PWP( 3 )A , 
sarà composto di un trapezio AP<'>gP( 5 )A e di un segmento P(')P<*)P( J ). Ciò posto, le di- 
visioni AA essendosi supposte avere la piccolezza conveniente, potrà riguardarsi l’arco 
di curva corrispoudeute a due di queste divisioni come appartenente ad una curva qua- 
lunque ; e siccome si ha una espressione semplice del segmeuto parabolico, converrà 
supporla di questa specie; ed allora APb) sarà un diametro della parabola di cui PlOgPW 
sarà uoa doppia ordinala. 

Chiamiamo h l’intervallo costante tra le ordinate, l’area del trapezio APtOgPWA 

sarà =(y(,)+j'( 5 ))ò.L’area del segmeuto parabolico P(')P(«)P( 5 ) è uguale ai j del parallelo- 

grammo che ha PWg per base, e per altezza ih. 

Per trovare il valore di P ( *5g, tiriamo Pù-'K. parallela ad AX, si avrà Pl>)g a 

= AP<» — Ag = APM — Ai — Ig, cd lg = ip>iK=ì(APP) — APCO). Adunque 

p^'g = y<»j — JT(.) — \ (y(J)— yti)) =/(>) — ~ (yso-hm)- Moltiplicando questa quan- 
tità per afc, e preadendo i due terzi del prodotto si ha riducendo (zy;,)— y {1 ) — y (J j) -1 h 
per la superfìcie del segmento parabolico POIPMPP); aggiungendo questa superficie 

a quella del trapezio e riducendo si ha (y(,j + 4y(.) + y;j)) * per la superficie della 

porzione dell’area cercata compresa fra la ordinata y(q e la ordinata y^. 

Si suppone nella figura che la curva volga la sua concavità aliasse, ma se si sup- 
ponesse volgere la convessità , la espressione sarebbe la stessa ; imperciocché in tal caso 
Pi’lg sarebbe negativa e per conseguenza la superficie del segmento risulterebbe 

= (y<i) +yo) — 3y(o ) — h ; bisognerebbe in seguito sottrarre questa superficie da quella 

del trapezio; ciò che darebbe come sopra (yj.j +4y(i) +y(jj) j- 

La superficie compresa fra la ordinata yj) e la ordinata y^ sarà per conseguenza 
(y<>)+ 4ri« +y(S))j. q^lla compresa fra la ordinata y (5 ) e l’altra y W( (y (l) + 

+ 4)(«) + yt,j) t*; ec. Sommando tutte queste superficie si avrà 

Croi + 4yio + ’yi*) + 4y«i + w + • • ■ + ><* 1)3 » 

esprimendosi con k un numero dispari che dinota il numero delle ordinate y(,),y(,),y(s)»-- - 
Spesso avverrà che la prima o la ultima ordinata , ovvero ambedue sieuo uguali a 
zero ; bisognerà nondimeno che esse facciami entrare con questo valore sia nei numeri , 
sia nelle somme o nei prodotti. G le stesso dovrà dirsi per qualunque altra ordinata in- 
termedia che sia uguale a zero. 
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È inolile poi l’ osservare «he per non esspre (ratti ad un errore notabile 
bisognerà prendere gli archi LMN,NOX, . . . molto piccoli , la qual cosa si 
otterrà col prendere molto piccolo l’intervallo h. 

89. Sarà facile ora il persuadersi che per la misura di nn solido termi- 
nato da una superficie curva qualunque , chiamando s, , s. , s s . le aree 
delle sezioni fatte perpendicolarmente all’ asse AS con piani condotti ad 
uguali intervalli AP , PQ , QR, ... si avrà 

-f- 4s, + 2*, + 4*j -f- 2sj + 4*6 • . . + *. ). 

o 

E supponendo che il solido sia prodotto dalla rotazione dell'area ALXS. .. 
intorno all’asse AS, avremo 

*, =' r y 1 3 t *. = > *! • • •. 

e quindi la espressione della solidità in questa supposizione diventerà (*) 
^h(y, x ■+• 4y x + 2y s x + 4yS + 2yS+ 4y 6 3 + h y x ). 

O 


S Queste formole sono dimostrate da Prony come qui appresso. 

ppongasi l’arca APWPWec.A {fig. fa* bù) fare una rotazione intorno all’asse 
AX, c rappresentiamo il solido che essa genera mediante l’area ApWpWec.A (conside- 
rata come un numero astratto) in modo che le superficie delle sezioni latte sopra AP (| ' , 
APt’l ec. sieno rappresentate per le ordinate Apl'),Ap(‘>,ec.Si concepisce facilmente che 
esprimendo la superficie dell’area ApWpl*)pl>> ec.A per mezzo delle ordinale Ap(') , 
ApW.ec. col metodo esposto qui avanti , si otterrà la espressione del volume del soli- 
do generato dalla rotazione di APWPWec.A intorno all’asse AX. 

Le ordinate ApW. ApW,ec. rappresentano delle superficie di cerchi che hanno per 

raggi APW, APW, ec. ovvero jq.) , jq,) , ec : queste superficie sono uguali a - ny ( ,)* , 


Inytf, ec. dinotando con n il numero delle volte che il raggio è contenuto nella 

circonferenza. Si avrà dunque Ap<«>=^-, ApW=^|L, ec. Sostituendo questi va- 
lori in luogo di y<.;,yw, ec. nella forinola generale 

(j f 0)+ i b r W+ 2 J'l J l+ b'w)^ » 

essa si muta in , 

(.*«’+ 4yi»>* +*yw‘+ — bài 1 ) 5 nh - 

Se il solido proposto è un cilindro di cui il raggio della base sia a , e l’altezza L, 
la linea PWPWec. essendo retta , in questo caso basterà dividere l’asse iu due parti , 

e la foratola si cambierà iu (a* + 1\ a ' + a')-n.-L — L. -na’=r all’altezza moltiplicata 

per la superficie della base, come si sa d'altronde. 

Se il solido è uu cono di cui il raggio della base sia a, e P altezza L, quest'altezza 
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90. Se iovece di riguardare gli archi LMN,NOX, . . . come parabolici , 
ti considerino gli archetti LM, MN, NO, OX,. . . come altrettanti latercoli 
rettilinei , le aree ALMP, PMNQ, QNOR,. . . saranno rispettivamente uguali 
alle segnenti espressioni 

1 - , 1 1 
.• 5%. +y.)> + 2^‘ + s,4 )’ , ‘' ’ 

e conseguentemente la loro somma ci darà la superficie 

ALXS. . . = ~h(y, + 2y.+ 2y 5 + 2y, + . . . + y.)- 
Simili poi saranno le espressioni della solidità (*). 


essendo ancora divisa in dae parti , ti avrà ^0 + 4^"J °* 1 t>" — ~ na * — 

alla base moltiplicata per la terza parte dell’ alleata. Allorché il cono sarà troncato , 
chiamando a il raggio della piccola sezione , e 4 qurllo della grande sezione o della base, 

la formola diventerà ^ a’ +4^——^ + 4’ J— n. - L — {a' +aA-|-à*) — 

Nel caso del paraboloide, supponendo sempre l'asse diviso in due parti, e la 
sua lunghezza = ih , si avrauno jfj,)* —ph, y js* = iph , e quindi la formola diventerà 

(0 + ^ph -f- iph) — uh — — ^-.iph.ih^ = - nypf.ih J = alla metà del cilindro 

circoscritto. 

Nel caso del semiellissoide rhe comprende quello della sfera , chiamando a il se- 
miasse maggiore, b il semiasse minore, si avrà , prendendo per pumi di divisione le 
due estremità ed il punto medio del semiasse maggiore 

t 3 

ym* : *»)*::- « x-« : o*:;3 ; 4 , 

donde y (l i’ = -y ( j)* = ^4’ , e la formola diventeià f0-j-4^T**ì +à* T-n. -o= 

4 4 L \ 4 / J 6 a 

J 1 *• 

= - nb' . -a = «i due terzi del cilindro circoscritto. 
i 3 

Tolti gli esempli precedenti , dei quali i risultati sono rigorosi , somministrano 
una pruova della esattezza della forinola per valutare le solidità. 

Se il solido del quale si vuole misurare il volume e determinare il centro di gra- 
vità non è punto di rivoluzione, alloia le sezioni equidistanti latte perpendicolarmente 
all'asse non saianoo più cerchi ma figure delle quali si determineranno le superficie con 
i melodi superiori. Chiamiamo *(,j , *( t ) ,*,]), ec. le superficie di queste figure nume- 
rale a coniare dalla prima alla estremità dell'asse; allora col medesimo ragionamento 
fallo sopra si vedrà che il volume del solido in qtiislioue è uguale a 

h 




+ *(*)) J * 


k essendo conte qui avanti il numero delle sezioni ed h la loro distanza. 

(*) Queste espressioni si troveranno in un modo simile n quello con cui si sono irò* 
vate le altre del numero precedente) con la sola differenza clic qui couveriìi considerare 
gli archetti pC*>pC*> > fig . ^3.* bit) come rettilinei. 

1/ecc. li 
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91. Sia LL'X'X... una superficie terminata da due curve LX , L'X' 
uguali e similmente disposte per rispetto all’asse AS. Il di lei centro di gravità 
cadrà in AS ad una distanza A' dal punto A ebe qui si cerca di deter- 


minare. 

Dicasi D la distanza dal punto A del centro di gravità dell’area par- 
ziale LL'M'N'NML. Questa superficie è composta del trapezio LL'N'N e dei 
due segmenti parabolici LNM , L'N'Jl' uguali e similmente posti per rispetto 
all’asse AS. Ora il centro di gravità del trapezio trovasi (74:2.°) sopra la 


retta AQ ad una distanza dal punto A 


:1aQ ^ + 2NN :, in modo che 
3 v LL' + NN' ’ 


chiamando d questa distanza si ha 


d = 


2 h V, + ~' h • 

3 y. -ir Vi 


il centro poi di gravità dei segmenti parabolici si trova sopra la medesima 
retta AQ ed è distante dal punto A di , 

, d' — AP «= li . 

Inoltre chiamando a l’arca del trapezio si ha 


a = ^ AQ(LL‘ + NN') = 2%, + y s ) : 

e supponendo uguale ad a* l’area di ciascuno dei segmenti parabolici , si 
ottiene 

«’ = ? Mp. AQ = [ | MP -i(AL + QN) ] AQ = 

= [|y. — +y>)] 2 * = 3 A ( 2 s« — — v») • 


Adunque sarà (26. 27) 


ad + 2 a'd' 
a -f- 2n' 


^ h(y . +2y,) + |*(2»,— y,— y») 

2(y. + y») + j(2y. — y, — y>) 


y.-Hy.+y»’ 


Nella stessa guisa si troverebbe la distanza del centro di gravità della se- 
conda area parziale NN'O'X'XON dal punto Q uguale ad 

h 4*/i4~2yi 
y 5 +4y»-fy5 ’ 
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e quindi la disianza D' dello slesso centro dal punto A sarà 
D' = U + h 

y 5 + *\h + y 5 y* + 4y* + y s 
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Per la terza area parziale si troverà la distanza del suo centro di gravità 
dal ponto S uguale ad 


h 4y 6 -t-2y 7 
ys + 4y 6 + y, ’ 


e perciò si avrà per la distanza D" dello stesso centro dal punto A 

D" = & + h + = + 

yi + 4y 6 + y, y 3 + + y? 

E cosi appresso. ' ■ * ' ' 

Rappresentiamo adesso con A , A', .4",... le aree delle superficie 
LL'M'N'NML , NN'O'X'XON,.. . . e con X la distanza del centro di gravità 
dell’area LL'X'X dal punto A, si avrà (26.27) 

AD+ A'D' + A"D"-\ 

— A + A' + A" + . . . 


Ma 


A =a + 2a' = 2A (y, + y») + |fi(2y.— y, — y s ) (y, + 4 Ì/' + l/s) » 
A '=^ h (y> + 4y> +ys), 4"=|fc(y* + 4jf, + yr).--‘ 


Adunque 

y_ ^y. -I- 4ys+ <2y;4-8i/ ; -f 20;/, -f 6y r + . . ■ 

y. + *y. + 2 ys + 4y 4 +■ 2 </ s + 4y« + y> + • • • ’ 

Dalla legge con la quale progrediscono i termini del numeratore di questa 
espressione si raccoglie che troncando la superficie alla ordinata j/ 3 , ossia 
al termino AD , il coefficiente dell’ ultimo termine è 2; che troncandola alla 
ordinala y 3 , ossia al termine A'D', è 4; che troncandola alla ordinata t/, , 
ossi» al termine A"D", è 6; e cosi di seguito. Adunque troncando la super- 
ficie alla ordinala y n , il coefficiente dell’ ultimo termioe del numeratore 
sarà n — 1. Nel denominatore poi, qualunque sia la ordinata alla quale si 
vuol troncare la superficie, il coefficiente dell’ ultimo termine non sarà di- 
verso dalla unità. Laonde la cercata distanza X si esprimerà generalmente 
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come qui appresso 

_ 0 .y.+ l.4y,+2.2y a + 3.4y < -(-4.2y 5 + ... -f (n — l)y. 

* ' y. -f 4y, + 2y s -f- 4y 4 + 2y s + • • • + y, 

dove si scorge che trovato il denominatore mediante la forinola del nu- 
mero 88 , il numeratore si ricava moltiplicando i termini di quello per la 
serie dei numeri naturali 


0, 1, 2, 3, 4, 5, . . . , n — 1. 


92. Simile è la espressione per un solido simmetrico intorno all'asse 
AS, purché invece delle ordinate y, , y, . si pongano le seiioni s,,... 
fatte perpendicolarmente all’ asse; se poi il solido è di rotazione le succen- 
nale sezioni saranno rappresentate per iry,* , iry.* . . 

93. Se le curve LX, L'X' si riguardino come poligoni con i latercoli 
LM,MN,NO,. . . L'M',M'N',N'0',. ■ . le aree elementari LL'M'M,MM'N'N, 
NN'O'O,... • si esprimeranno come segue 

%• + y .) > +y>) > 4- y0> • • • 

Segniamole con A , A', A Inoltre dinotando con D, D\ D " t ... le 
distanze dei loro centri di gravità dal punto A , si avranno 


D 

3 V‘ 4" y» 

B , =i+ y.-+ 2!u 

3 y. + ys 

D"=2»+i*?i +2t 

3 yj + y* 

ec. ec. . . 


1 t 4y. + 5y, 

3 y. + y, ’ 

* , fy» + 8y* 

3 ys + y< 


Adunque la distanza del centro di gravità dell’area LL'X'X. . . dal punto A 
sarà 

AD + A'D' + A"D > ' + ..._ 1 y,+6y. + 12y J + 8y 4 +^ 1 
4 + 4' 4" + ... 3 y, +2y. + 2y, + y 4 +... * 

Se la serie del numeratore deve troncarsi all’y, , il coefficiente dell’ultimo 
termine sarà 2; se all’ys sarà 5; se all’y, sarà 8; ec. donde si vede che 
alla serie dei termini 


y. » y s . y* » yj»- •• 


corrisponde la serie dei coefficienti 

2,5,8,11,. 
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Ora il termine generale di questa serie aritmetica è 3 n — 4; adunque il 
coefficiente dell'ultimo termine sarà 3n — 4. Anche qui poi il coefficiente 
dell’ ottimo termine del denominatore non è diverso dalia unità. Adunque la 
distanza cercata verrà espressa generalmente come segue 

^ < h y> ~h < + 2.6y,, 4- 3.6y, -j-4.6y s + • • • + (3n — 4)y. 

3 ■ y. + 2y. + 2 y s 4" 2iji 4 - 2 iji 4 - ■ • * -f- y, 

CAPO VII. 

dell' equilibrio di alcuni sistemi di forma variabile. 

94. Quelle condizioni che assicurano I' equilibrio nei sistemi rigidi 
non bastano ad assicurarlo nei sistemi di forma variabile. In questi oltre il 
moto progressivo ed il moto di rotazione possono aver luogo altri movimenti 
varii secondo la particolare forma e disposizione del sistema ; il che richiede 
altre condizioni di equilibrio dirette ad impedire lutti quei movimenti par- 
ziali dei quali ciascun punto è suscettibile. In questo capo esporremo solo 
quanto basti per gli usi pratici considerando in particolare quei sistemi per i 
quali le leggi di equilibrio si deducono agevolmente dalla decomposizione delle 
forze. E primieramente faremo menzione dei poligoni gli angoli dei quali 
possono aprirsi o serrarsi per l'azione delle forze ad essi applicate, ossiano i 
lati flessibili ovvero rigidi. Alla quale trallazione c’ introdurremo con la se- 
guente proposizione. 

95. Concorrano nel nodo A (fig. /f3 . “) due funi fìsse con i loro capi nei 
punti K , K', e tratte in A dalla forza P. Sieno a, a' gli angoli che la dire- 
zione delia forza P contiene con le due funi , come è espresso nella figura , e 
sieno T , T' le tensioni delle funi AK, AK'. Sarà 

P : T: V = sen(* + a') : se noe' : sena. 

Imperocché dovendo nello stato di equilibrio le due funi AK , AK' gia- 
cere necessariameate nello stesso piano con la forza traente P, espressa 
questa forza con la retta AP, risolviamola in due AT , AT' secondo le di- 
rezioni prolungale delle medesime funi; dinoterà evidentemente AT la ten- 
sione della fune AK, ed AT' la tensione della fune AK'. Ma (12) 

AP : AT : AT' = senTAT' : senPAT' : senPAT. 

Adunque ec. 

96. Dalla proporzione dimostrata qui sopra ricaviamo 

Pien*' Piena. 

sen( a -f- a') ’ s«n( a 4" *' ) 

Ora se l’angolo <*-)- a' é molto ottuso, il suo seno sarà piccolissimo; e perciò 
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i valori delle tensioni T , T saranno in tal raso grandissimi in paragone del 
valore della forza traente P. Che anzi supponendo *-(-*'=180®, le ten- 
sioni risulterebbero infinite. 

Quindi 1.® non vi ha tensione che basti a stendere in linea retta non 
verticale una fune, la quale sia in un suo punto tratta da una fona qua- 
lunque. 

2. ® Se la direzione della forza P taglia per metà l’ angolo delle due 
funi , queste saranuo tese ugualmente. Infatti se * = *', si avrà 

Psen* P 

sen'J* 2 cosa. 

3. ® Se il nodo A è scorrevole, non può aversi equilibrio, se appunto la 
direzione della forza P non tajili per metà l’angolo delle due funi. Imperoc- 
ché traendo la forza il nodo A gli farebbe descrivere una ellisse avente i 
fuochi in K, K'. Ora non può aversi equilibrio se non quando la direzione 
della forza è perpendicolare n questa ellisse (53) , nel qual caso essa taglia 
per metà l’angolo delle rette condotto ai due fuochi. , 

97. Si abbia ora il poligono funicolare KABCDK' (fig. 44- l ‘) fisso noi 
capi K , K' e tratto dalle forze P ,Q , R , S che facciano con i lati del poli- 
gono gli angoli notati nella figura. Si cercano le condizioni dell’equilibrio. 

Si risolva la forza P applicata al vertice A nelle due T , X dirette se- 
condo i lati AK , AB contigui al vertice A. Similmente si risolva la forza Q 
nelle due X’ , Y dirette secondo i lati BA, lìC; e cosi di seguita fino all'ul- 
timo. Avremo (95) 

P:T :A = sen(a4'* , )• ,cn * , •**"“> 

Q: X 1 : F = sen(/3+ /3'):seu0_':sen/3 , 

R:Y':Z = ien(y -j-y') 4 .seny' :$eny , 
S:Z':r=un(S+S'):unS':unS. 

Ora perchè il poligono stia in equilibrio è necessario che risultino uguali 
fra loro le forze A, X' le qoali traggono in parti opposte il lato AB , e cia- 
scuna delle quali rappresenta la tensiono dello stesso lato; e cosi pure fa 
d’ uopo che sieno uguali fra loro le Y , Y'; e le Z , Z'. Ricavando pertanto 
dalle proporzioni precedenti i valori di queste forze, avremo le seguenti 
equazioni 


Pieno. 

Qseni 3' 

sen( * ■+- *') 

sen(j3 + £>) 

Qsen/3 

Rseny' 


ien(y + y') 

Rieny 

SsenS 1 

sen(y -f- y') 

un (S + J') 


le quali esprimono le cercate condizioni. 
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98. Queste forinole ci mostrano eziandio i valori delle tensioni dei lati 
intermedii AB , BC , CU. Quanto alle tensioni dei Iati estremi , si deduce 
dalle medesime proporzioni 

T __ Piena' r _ SsenS 
ten(* -f- *') ’ l«n(S -J- 5') 

Se i punti K, K' del poligono non fossero fissi , per mantenere l’equilibrio 
si dovrebbero applicare ai medesimi le forze Kt= T , K’l' = 7 v nella dire- 
zione dei lati estremi AK , 1)K'. 

99. Se le forze P , Q , R , S applicate ai vertici del poligono equilibrato 
agissero tutte sopra uno stesso punto, e sopra questo stesso punto agissero 
ancora le due forze Kt, K't' ebe rappresentano le tensioni dei iati estremi del 
poligono, tutte queste forze dovrebbero intorno a quel punto equilibrarsi. 
Infatti risolvendo le forze P , Q , R, S come si è praticato qui sopra (97), 
risulterebbero altrettante coppie di forze uguali fra loro ed opposte. 

100. Preso nei poligono equilibrato un punto qualunque , per esempio 
il punto C , la risultante di tutte le forze applicate al poligono dal suo prin- 
cipio K Gno al punto C é uguale alla tensione del lato CD che termina nel 
punto C. Infatti la risultante delle forze Kl, 1\ X , X ' , Y, Y', Z , per essere 
uguali ed opposte fra loro le forze Kt, T; A', Al'; Y, Y', riducesi evidente- 
mente ad essere uguale a Z che esprime la tensione del lato CD. 

101. Se le direzioni delle potenze P , Q , /{ , S tagliano per metà gli an- 
goli corrispondenti del poligono, lutto il poligono sarà teso Ugualmente eoa 
forza espressa da qualunque delle potenze traenti divisa pel doppio coseno 
dell’angolo che essa fa con la fune alla quale è applicala (96:2.°). E se 
dippiù il poligono è chiuso e regolare, le forze traenti saranno uguali; 
inoltre ciascuna di esse starà alla tensione del poligono come sta il lato del 
poligono al raggio del cerchio circoscritto; finalmente la somma di tatto 
starà alla tensione del poligono come sta il perimetro del poligono al succen- 
nato raggio. 

102. Alle sopraddette condizioni di equilibrio si vuole aggiungere que- 
st’ altra , che le forze applicate ai vertici del poligono traggano dall' iodentro 
striti fuori , tendendo a distrarre ed allontanare tra loro i vertici stessi: men- 
tre si suppongono i lati del poligono formati di fili o di corde, incapaci hensl 
di allungarsi, ma ben capaci d' incurvarsi, accostandosi tra loro le estremità 
dei lati. 

Clic se i lati del poligono fossero altrettante spranghe inflessibili sempli- 
cemente appoggiale l'una contro l’altra senza giunture negli angoli, si richie- 
derebbe per lo contrario che le forze traessero dall' infuori all’ indentro 
sforzandosi di avvicinare fra loro i vertici stessi. Poiché all’avvicinamento 
ripugna la rigidezza dei lati , ma essa non vieta che i vertici non possano 
allontanarsi scambievolmente col dissepararsi. 

Se finalmente i lati del poligono saranno verghe rigide congiunte a cer- 
niera negli angoli , in guisa che gli angoli possano beosi aprirsi o serrarsi , 
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mn i termini dei lati non possano mutar distanza , sarà indifferente per 
I’ equilibrio in qual senso agiscano le forze. 

Frattanto egli è manifesto che quelle condizioni le quali assicurano 
l'equilibrio del poligono di lati flessibili, assicureranno anche quello del 
poligono di lati rigidi semplicemente addossati l’uno all’altro, tanto solo 
che s* intenda rivolta in senso contrario la direzione di tutte le forze. 

103. Se le potenze P, Q, R, S applicate al poligono sodo parallele, 
avremo 

sena' = sen/3 , sen/3' = seny , seny 1 = $enS. 

Moltiplicando per queste le equazioni (97) del poligono equilibrato, si avrà 
per condizione dell’ equilibrio nel poligono tratto da forze parallele 

Psenzsenot' Qsenpsenp' Rsenyseny' SsenSsenS' 

se n (a + *') tcn(i 3 + <3' ) sen(y + y') sen(S 4 - S') ’ 

ovvero, in altra forma 

P _ Q R 5 

col* 4~ cola.' col fi -f- colp' coty -f* coty' colà -J- colè 1 

Adunque ciascuna delle paterne P , Q , R , S è proporzionale alla tomma delle 
cotangenti degli angoli , nei quali la sua direzione divide l'angolo del poligono. 

104. Io questo caso le direzioni delle potenze c l’intero poligooo giac- 
ciono necessariamente nello stesso piano. 

Infatti nei piano io cui sono i due lati AK,AB, e la potenza AP (95), 
dovrà pure trovarsi la seconda potenza BQ, che per ipotesi è parallela ad 
AP. E in questo piano cadrà eziandio il terzo lato BC , e quindi la terza 
potenza CR , e cosi Cuo all’ultimo. Il piano poi sarà verticale se il poli- 
gono è carico di pesi , come qui appresso seguiteremo a supporre. 

105. Si risolva la tensione Kt della prima fune in due forze, I’ una 
A orizzontale, l’altra V verticale. E similmente risolvo la tensione KV iu 
doe , A' orizzontale, 1" verticale. E. perché tutte le forze che agiscouo sul 
poligono se s’intendono trasportate su qualunque punto del sistema, deb- 
bono equilibrarsi fra loro (99) , è manifesto che dovrà essere 

A — A', V+V'=P + Q+R + S. 

Sarà poi (98) 

• Piena sena' P 

A — A' — Tsena — ■ — — ; — -rr = — - — • 

tcn(z 4- * ) co( * + cot * 

106. In generale i valori delle tensioni dei lati KA, AB, BC, CD, DK' 
espresse (97) per T , X, Y , Z , V si ricaveranno come si mostrò sopra nel 
numero 98. Risolvendo ciascuna di queste teusioni in due forze, Cuna oriz- 
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zonlale , l’altra verticale, lo orizzontali riusciranno 

Tsen*, Xsen/3 , Fseny , ZsenS , Vieni', 
te quali espressioni col sostituirvi i valori di T, X , ec. diventeranno 

P Q 

- — - , . , ec. 

col* 4- col*' cotj3 -f- cot/3' 

o però tutte ugnali fra loro ed alla forza A (105). Adunque la tensioni 
orizzontale è costante per tutto il poligono , ed uguale ad uno dei pesi come P , 
diviso per la somma delle cotangenti dei rispettivi angoli * , a'. 

107. Lo tensioni assolute poi delle funi KA , AB , BC , CD , DK' sono 
per ordino 

A A A A A 
sena ’ sen,3 1 seny ’ seni ’ seni' 

Ogni fune è dunque lesa in ragione inversa del seno di sua obliquità alla 
verticale. 

108. Una notabile proprietà di questo poligono ò cho le direzioni dei 
lati estremi KA , K'D prolungate concorrono in un punto della verticale con- 
dotta pel centro comune di gravità dei pesi P , Q , II, S. 

Ciò potrebbe dimostrarsi col calcolo (*), ma più speditamente si dimo- 
stra riflettendo che questo sistema si riduce a tre forze. L’una ó la risultante 

0 la somma dei pesi P,Q, II, S, e questa agisce per la verticale condotta 
pel centro di gravità. Le altre due sodo le tensioni Kt, KY delle funi ebo 
mettono capo ai punti fissi, e queste agiscono per le direzioni AK, DK'. Ora 
per l’equilibrio di tre forzo ò d’uopo ebo le loro direzioni concorrano in un 
punto. Adunque ec. 

109. Se i lati del poligono non sono corde flessibili , ma spranghe o 
travi l’una contro l’altra appoggiate, dovranno (102) le forze agire in 
senso contrario relativamente agli angoli del poligono. Quindi se il poligono 
è carico di pesi , converrà che esso sia posto al rovescio, cosi che l’angolo 
che farà ogni lato con la direziono del peso sia supplemento di quello cho 
prima faceva. Ed invece di pendere dai sostegni K, K' dovrà essere sopra 

1 medesimi elevato ed eretto. Del resto le condizioni e le proprietà dell’equi- 
librio sono le stesse di prima, e con le medesime formolo si determinano le 
tensioni dei lati, le quali in questo caso operano in senso opposto e debbono 
piuttosto chiamarsi pressioni o spinte. 

110. 11 poligono rigido, oltre all’essere carico negli angoli, potrebbe 
esserlo ancora in uno o più punti dei lati. Allora i pesi che gravano ciascun 
lato si dovranno risolvere in due (30: l.°) applicati alle estremità di quel 


(*) Si consulti il Musetti nelle sue note ed aggiunte al Veuturoli voi. i. §■ 37» 
Meco. 1 a 
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lato. Per tal modo lutti i pesi che gravano il poligono si possono sempre 
intendere applicali ai vertici del medesimo. 

111. Proponiamoci ora di trovare la curva di equilibrio del filo flessi- 
bile AMB (/i(/. 45. a ) sollecitalo in tutti i suoi punti da date forze e racco- 
mandalo nelle sue estremità A, B a due punti fissi. 

Sieno OP = x , PM = y le coordinale di un punto qualunque M della 
curva , e pongasi AM = s. Rappresentiamo poi con P e Q le forze parallele 
agli assi OX, OY, corrispondenti al punto M e riferite alla unità di lun- 
ghezza (*). Supponendo che queste forze sieno costanti per tutti i punti di 
un arco inGnilesimo (**) Mm = As, questo archetto sarà sollecitato paral- 
lelamente all’asse OX dalla forza PAs, e parallelamente all’asse OY dalla 
forza QAs. 

Sia inoltre T la tensione del filo corrispondente all'arco s; questa ten- 
sione esercitandosi secondo la tangente Mi della curva nel punto M , decom- 
posta in due parallele agli assi , la componente parallela all’ asse OX sarà 

dx dy 

T — , e quella parallela all’asse OY risulterà uguale a — ÌT-—. Queste 

ds ds 

componenti , passando dal punto M al punto prossimamente vicino m , di- 
venteranno + , e si esercite- 

ranno in senso contrario. 

Ciò premesso, sussisterà l’equilibrio dell'archetto As se intendiamo 
rimosse le due parli MA , ed ntB della curva , c sostituite in loro vece le 
componenti delle tensioni corrispondenti ai punti M ed m. Dippiù dopo che 
la curva avrà presa la sua forma di equilibrio, è indifferente supporla 
flessibile 0 rigida: supponendola dunque rigida, per le equazioni generali 
dell’equilibrio di un sistema rigido la somma delle componenti parallele a 
ciascuno degli assi deve essere uguale a zero; e quindi si avranno le due 
equazioni 

• ;■ -'£+(£+*•*£)+«■-•. ; 

. .. -4 + (4+ a ' r !) +l “'= 0i 


ovvero 


. dx 

A.T— 

ds 

As 


P= 0 , 


A.Ty- 

ds 

~~aT 


+ <? = 0 . 


— 

(*) Per intendere meglio il significato di P e di Q , abbiasi uu 11 lo di una lun- 
ghezza = 1 ; se a ciascun punto di questo filo fosse applicata una forza uguale 0 quella 
che c applicala al nuuto M parallelamente alle x o allc_y, e tulle queste forze lossero 
tra loro parallele , la risultante di esse sari la forza P o la forza Q- 

(**) Nel metodo dei Untili, del quale qui si fa uso, |>er quantità infinitesima 
s’ intende quella che ha per limile zero. 
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Queste equazioni poi tanto più esattamente rappresenteranno 1’ equilibrio 
della curva AMB quanto più prossimo si supporrà l'archetto As al lim. =0, 
per la ragione che le forze applicate alla medesima curva variano da un 
punto all’altro, e per conseguenza non possono supporsi costanti per tutti 
i punti dell’arco As quantunque piccolissimo. Laonde prendendo As nel suo 
limite zero , quelle equazioni si muteranno nelle seguenti altre 


i.T% d - T T 

<i ' +e=o, — ^+(> = 0, 


ds 


di 


donde 


d.T — + Pds = 0, d.T^-+Qds = 0 
ds ds 


e prendendo gl* integrali di queste , le equazioni esatte dell' equilibrio della 
curva funicolare AMB saranno 

T— + SPds — 0 , T^- + SQds = 0 , 
ds ds 

includendo le costanti negli integrali indicali. E da queste equazioni elimi- 
nando T, si otterrà la equazione della medesima curva che sarà 


dySPds — dxSQdt — Q. 

112. Dalle stesse equazioni si ricava eziandio il valore della tensione 
T : infatti scrivendole come qui appresso 

SPds , —T'^ = SQds , \ (e) 

ds ds ) 

avremo 

r l ^-=(JPds)\ r^=(SQdsy. 

Sommando queste ultime, ed avvertendo essere ds* = dx 1 4" di/ , otterremo 

r=(SPd$y + (SQdsy . . . (i). 

Si può giungere ad un altro valore di T nella guisa seguente: prendendo 
l’arco * per variabile indipendente, il differenziale ds si riguarderà come 
costante , e per tal ragione le equazioni (e) potranno scriversi cosi 

— Tdx=SPds\ — Tdy = SQds 1 . 

Queste equazioni poi differenziate somministrano 

— Td 2 x — dxdT— Pds 7 , 

— Td’y—dydT—Qds’. 
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Moltiplicando la prima per dx , la seconda per dy, c sommandone i prodotti, 
risulterà 

— T ( dx d 2 x + dy d 2 y) — di' ( dx 2 -f dy 2 ) = (Pdx-\- Qdy) ds 2 ; 


ma 


sarà dunque 


dx 2 + dy 2 = ds 2 dà dxd 2 x + dy<Py= 0: 


— dT— Pdx -f- Qdy , 


ed integrando si ricaverà 


T z= cost. — <f(Pdx -f Qdy). ; . (2). 


Per la qual cosa, allorché le forze P, Q sono date in funzione di s, la ten- 
sione T in ciascun punto della curva, sarà data dalla equazione (1) ; c 
quando le forze P , Q sono date in funzione delle coordinate x, y , per tro- 
vare T si farà uso della equazione (2). 

113. Se le forze che incurvano il filo agissero in diversi piani, a cia- 
scun punto della curva corrisponderebbero tre forze P , Q, R dirette paral- 
lelamente agli assi OX, OY , OZ, e senza veruna difficoltà si dimostre- 
rebbe che le equazioni dell’ equilibrio della curva sono 

_Ip. = j- Pds — 1 JL = j Rd s. j(e') 

ds ds ds \ v ' 


Eliminando T dalle due prime , poscia dalla prima c dalla terza , c final- 
mente dalle due ultime , la doppia curvatura del Glo sarà rappresentata con 
due qualunque delle equazioni risultanti 

dySPds — dxS Qds = 0 , 
dzSPds — dxSRds — 0 , 
dzj Qds — dyS Rds = 0 . 

Anche qui possiamo avere due valori della tensione T. Imperocché in- 
nalzando al quadrato le equazioni (e') , la loro somma ci darà 

T 2 = ( SPds ) 2 + ( JQds ) 2 + (jRds) 2 , 

dalla qual formola si dedurrà la tensione T nel caso che le forzo P , Q, R 
sieno funzioni cognite dell’ arco s. 

Ponendo poi le stesse equazioni (e') sotto la forma 

— Tdx = S Pds 2 , — Tdy = <f Qds 2 , — Tdx=SRd *\ 
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— TdPx — dxdT = Pds 1 , 

- TiPy — dydT= Qds 1 , 

— Td\~dzdT—Rds\ 

Moltiplicando la prima di queste equazioni per dx , la seconda per dy , e la 
terza per dz, la somma dei loro prodotti sarà 

— T(dx d'x + dyd'y + dz tfz) — dT(dx* ■+• dy 1 + dz 1 ) = 

= ( Pdx + Qdy -f Hdz)di 1 : 


ma dx 1 -f- dy 1 -J- ds 1 = ds 1 , c quindi 

dxd?x + dy d 1 y -f- dzd’z — 0 ; 


si avrà dunque 
ed integrando 


— dT = Pdx -j- Qdy + Rdz , 

T = cast. — S{Pdx -j- Qdy -+• Rdz) , 


c con ciò si determinerà T allorché le forze P, Q, R saranno date per 
mezzo delle coordinate x, y , z. 

114. Trovare la curva di equilibrio di un filo sollecitato da forze normali 
al filo stesso. 

Sia N la forza normale alla curva corrispondente al punto (x,y). Ri- 
solvendola nelle due P , Q parallelo agli assi OX, OY, avremo (19) 


donde 




Pds — Ndy , Qds = — Ndx. 


Quindi la equazione della cercata curva sarà (ili) 


dyS Ndy + dxj Ndx = 0. 

Avremo inoltre (112) 

- dr = w* + c% = ^ = o , 

ds ds 


e conseguentemente T=cosl. Adunque un filo incurvato da forze normali 
è tutto teso ugualmente. 

Dicasi 9 l’angolo che la tangente alla curva nel punto ( x , y) fa con 
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Rappresentiamo con p il raggio del cerchio osculatore della curva nel 

, v d» ^ . .. d* 1 , „ Td<f T 4 ^ 

punto (a;, y); sarà P=— . Quindi — — — , ed N = Adunque 

di) ds p as p 

la potenza corritpondente ad un punto qualunque della curva è in ragione in- 
uma del raggio del cerchio osculatore della curea nel medesimo punto. 

115. Se una fune circondotta ad una curva resistente è tirata nelle sue 


estremità da due forse , nello stato di equilibrio le due forze debbono essere 
uguali ; la fune poi è tutta tesa ugualmente ; ed infine la pressione che essa eser- 
cita sopra ciascun punto della curva è in ragione reciproca del raggio di cur- 


vatura. 


Imperocché la pressione della fune sopra la curva è da per tutto perpen- 
dicolare alla curva stessa (53). Ora I’ equilibrio sussisterà se s’intenda che 
tolta di sotto la curva si applichino a tutti i punti della fune delle forze uguali 
e contrarie alle pressioni che la fune stessa faceva sopra i punti contigui 
della curva sottoposta. Siamo dunque nel caso di una fune arcuata da forze 
normali alla stessa fune; e quindi per le cose dimostrate nel numero prece- 
dente essa sarà tesa ugualmente, e saranno anche uguali le tensioni dei 
punti estremi , e conseguentemente le potenze applicate a questi punti , ed 
infine la pressione che essa fa sulla curva risolta inversamente proporzio- 
nale al raggio di curvatura. 

116. Trovare la curva di equilibrio di una corda o catena pesante sospesa 
a due punti fissi. 

Sia ÀOB ( fig. /f6.“ ) questa curva : per giungere alla più semplice 
equazione della medesima , prendiamo per origine delle coordinate il punto 
infimo O della catena , e per asse delle ascisse la verticale OX , ponen- 
do QP = a:, PM = y , OM = s. Infatti se rappresentiamo con g il peso 
della unità di lunghezza della corda, avremo P= — g, Q = 0> 0 
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quindi (ili) 


dx du 

d.T- gds = 0, d.T-^= 0; 

ds ds 


ed integrando nella supposizione di g costante cd indipendente dall’arco s 


dx dy 

t ~r = g* , T— = a , 
ds ds 


dinotando con A una costante, la quale evidentemente esprime la tensione 
orizzontale della curva. All’integrale della prima equazione non abbiamo 

dx 

aggiunta la costante per la ragione che esprimendo T— la tensione verti- 
cale, questa è = 0 insieme con s. Ora gs è il peso di tutto l’arco OM; 
chiamandolo dunque II , ed eliminando T da quelle due equazioni , otterremo 


Il dy = Ada , 

che è la cercata equazione della curva di equilibrio di una corda o catena pe- 
sante e che comunemente appellasi catenaria. 

Se il punto infimo 0 fosse carico di un peso particolare V , questo 
esprimerebbe la costante dell’ integrale della equazione 


dx 

d.r--gds = 0, 


il quale perciò sarebbe 


Tdx 

ds 


=i/s+v=n + r. 


Adunque in tal caso la equazione della catenaria sarebbe 

Tldy -f- Vdy = Adx. 

117. La tensione in ciascun punto M della catenaria si otterrebbe (112) 
dalla equazione 

r=rr-M j . 

Si può la tensione calcolare eziandio mediante la equazione 

T=cosl. — </ (Pdx + Qdy ) , * 

ponendo come sopra P = — g , @ = 0, e costante = A , dovendo la co- 
stante esprimere la tensione della curva nel punto infimo 0 dove x — O, ed 
in questo punto già si sa essere la tensione uguale alla costante tensione 
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or izzontalc della curva. Adunque avremo 

r=i4 + s*. 


118. La supposizione che si è falla sopra (116) di prendere Sgds=gs, 
di prendere cioè g costante , significa che il peso della corda è uniforme e 
proporzionale all’ arco s , e quindi che la corda medesima è omogenea e 
di uguale diametro in tutta la sua lunghezza. In luogo poi della equazione 
gsdy — Adx potremo semplicemente scrivere 

sdy = Adx , 


ritenendo che la costante A esprima la tensione orizzontale della catena di- 
visa pel fattore g. 

Ciò posto, nella equazione 


di: 


= W l+£ 

d 'J 


sostituendo invece di ^ il suo valore—, avremo tra y cd s la seguente rc- 
dy A 

lozione 


dy — 


Adi 

V1F+P 


Moltiplicando il numeratore cd il denominatore del secondo membro per 


1 + 


V/.t’ + s 2 


avremo 


ds -{- 


sds 


dy = A. 




* -f- \/ À 1 -f- ? 


sds 


Ora ponendo S = s -J- V A 2 -f- s 1 , risulterà dS — ds -f 5 sarà 

y/A % + * 2 , 

dunque 

dS 

dy = A-. 


Integrando, e rimettendo il valore di S si otterrà 


y — A i'(* + \ZA 2 + s 2 ) -f cos(. , 

indicando, come nel mio corso di Matematica , con i i logaritmi Neperiani- 
A fino poi di determinare la costante , osserviamo che ad s = 0 corrisponde 
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y =— Or ; quindi sarà la costante = — A l'(A) , donde 


Per avere adesso la relazione fra x ed *•, sostituiamo nella equazione 
sdy = Adx a dy il suo valore in t, risalterà 


Va 1 + s’ 2v / .t 1 +s’ 


ed integrando 


x— + + coti. 


Si vede poi che ad s = 0 dovendo corrispondere *=0, la costante = — A. 

Adunque 


donde si ricava 


A + x=*\SA*+»*, 


$ = V2Ax -J-ar*.' 


Laonde la equazione della catenaria tra le sue coordinate x , y sarà 

.. Àt ,l/2Ax + a?-\rA + x 
y = Al — A — 

Dal detto finora ricaviamo i .° che la catenaria omogenea è sempre ret- 
tificabile, essendo un suo arco qualunque s medio proporzionale fra x e 
2 A+x. • ; 

2.° Che volendosi descrivere per punti la catenaria, sarà d’uopo che sia 
nota la posizione dei termini A, B e la lunghezza della corda AOB. Sieno dun- 
que AQ=a, QB = 6, ÀOB=if quantità date; ed AC=m, CO = n, 
AMO=h quantità da determinarsi. Nelle equazioni 

• s = 2Ax -J- x J , y = 

, .. A 

* * - ••“*'*»* 

conviene che posto x=n riesca y = m, s = h-, e posto x= n — 6, risulti 
y = a — in , s = / — h. Si avranno perciò quattro equazioni per le quali si 
determineranno le quantità m, », /», A. * 

Fissata cosi la posizione dell’asse OX, e determinata la costante A , 
tatti i ponti della catenaria si determineranno mediante la equazione fra x ed y. 

3.° Che quando la saetta è assai piccola , l’ andamento di questa curva 
si accosta molto a quello della cicloide, ovvero ancora a quello della para- 
bola. Infatti l'arco s si confonde in tal caso con la ordinala u, e la equa- 

Mtee. i3 
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zione della catenaria s<f</ = Adx si può senza errore sensibile scambiare con 
la sds= Adx cbc appartiene, come è noto dal calcolo sublime, alla cicloi- 
de (*) , ovvero con la ydy = Adx- che appartiene evidentemente alla pa- 

rabola. . 

119. Possiamo qui a un dipresso determinare con una regola facilis- 
sima l’ altezza del ventre o sacca che farà nel mezzo una corda attaccala a 
due punti A , B ( fig . /f?-") ugualmente alti sopra l'orizzonte, o tosa da un 
peso P molto grave in paragone del peso di essa corda. Qui conviene sup- 
porre che la corda sia fissa da un capo al punto A , ed all’altro capo sia at- 
taccato il peso P che trae in direzione verticale mentre la corda è avvolta 
ad una carrucola fissa nell’ altro punto B : si tratta di trovare la lunghezza 
di OC. Sia L la lunghezza AOB della corda, l’arco corrispondente all’ascissa 

x _ OC sarà s=^-L. Ora integrando la equazione sds = Adx noi abbiamo 
2 

a £/* ' 

Xz — . Adunque OC= — . Chiamiamo p il peso della lunghezza L, sarà 

2A' 8 A 

p — gh dippiù essendo p molto piccolo in confronto di P, la costante ten- 
sione orizzontale della curva si potrà prendere uguale a P , e perciò si avrà 

( 118 ) A=-. Adunque OC = 

120. Trovare la curva di equilibrio di una verga elastica omogenea sol- 
lecitala in ogni suo punto da date fone. 

Allora una verga o una lastra rettilinea AL (/ig. $•*) 8 * dice elastica, 
quando inarcata in AB fa forza per rimettersi da se nella primiera situa- 
zione diritta ; ed elasticità chiamasi la forza che tende a raddrizzarla. 



fi Chiamando a il raggio del cerchio generatore della cicloide , e prendendo I* 
is* x nell'asse della curva a comare dal vertice, si sa che la equazione differennale 


ascisse 
della medesima curva è 


V ia — x 

Jiui*»uun «tic 


I®«1» 


&1 JDlOfl 

QA «o(i 

; OH A 


Dinotando quindi con s un arco qualunque di cicloide che principia dal verlioe c fini- 
sce al punto (x > saranno * 

ds' = dx' +</y , = d** +dx ' — - — — dx —, 

— *. oleoq e :A a 

*=Wt> * = .. . 


. >yii iL oliwit ,ds=:ld*Y^\~ = tad*, 

• a-isq clfob.iiifeup z tffcut 1 Wl,gt T*_ 

che si rende identica a quella del testo con porre 4° = A 


tMdnl 


Digìtized by Google 


99 


Sapponendo che questa forza agisca sopra ciascon archetto Mm della 
lastra incurvata, essa tenderà evidentemente a far girare quell’ archetto in- 
torno al suo termino M per portarlo in direzione della tangente Mt al punto 
M ; e quindi una tal forza opererà con un certo momento di rotazione per 
rapporto al punto M , o piuttosto per rapporto ad un asse perpendicolare al 
piano della lastra incurvata e condotto pel punto M. 

Intorno al valore di questo momento assumeremo la seguente ipotesi : 
il momento della elasticità per ciascun punto della lastra incurvata è inversa- 
mente proporzionale al raggio osculatore della curva nel medesimo punto. 

Laonde chiamando p questo raggio, si esprimerà il momento della eia- 
e 

sticità con la forinola - , essendo e una quantità che sarà costante per una 

P 

stessa lastra , quando questa lastra sia omogenea e di uniforme grossezza, 
ma che potrà essere diversa per diverse lastre. 

Premesse siffatte cose, proponiamoci di trovare la curva cercata. Sieno 
AP=x, PM=y, AM=s, e l’arco piccolissimo RJm si ponga = As. Sic- 
come l'arco AM iu virtù della elasticità tonde a girare intorno al punto 

e 

M, ed il momento di questa forza rispetto allo stesso punto M è = - , cosi 

P 

per l’equilibrio della curva si richiede che la risultante di tutte le forze che 
sopra di essa agiscono dal punto A fino al punto M produca non solamente 
una tensione T secondo la tangente Mt, ma ben anche una forza normale N , 
la quale tenda a giraro lo stesso arco AM intorno al punto M in senso con- 
trario , c con momento uguale. Sia dunque Non il momento di questa forza 
onde sia oc la distanza della sua direzione dal punto M ; dovrà essere 
e 

No) = ~. E perchè passando dal punto M al punto prossimo m, il momento 


della elasticità diventa --f- A.l, cd il momento della forza N può pren- 

P P - 

dersi uguale ad JVfoj -f- As) + - A1V. As , indicando con AjV la rompo- 

JL 


nenie normale della risultante di tutte le forze applicato alla curva dal 
punto M sino ai punto m, e considerando As come una piccola retta doppia 
della distanza della forza AìV dal punto m , dovrà pur essere pel punto m 


N(a> + As) + 1 AN. As = - + A.-. 

2 op 


Sottraendo da questa la equazione (ix—-, riuscirà 

P 


A.i 


(N + i AiV)A* = A.Ì, donde JV + 1 AiV = _i. 
2 ' . p 2 As 
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Questa equazione sarà tanto più esalta quanto più piccolo si prenderà l'ar- 
chetto A» , quanto più cioè questo archetto si supporrà convergere al IksO. 
Ora convergendo As al lim. = 0, A JV convergerà allo stesso limite, ed 

a 


A.- 


essendo - una funzione di s, il rapporto si accosterà a — Quindi nel 
" As di' 


limite sarà esattamente 


d.- 

N=~J- , ed Nds = ci . - . 
ds , p 


Conservando poi le denominazioni del numero 111 , la risultante di tutte le 
forze applicale alla verga da A io M riducasi alle due jPds , JQdt paral- 
lele rispettivamente agli assi delle x e delle y ; ed a queste forze sostituendo 
altre due, l’una 7 secondo la tangente, l’altra N secondo la normale, si 
avranno (19) le equazioni , 

dxtfPdt -f- dySQds „ dyJPds— dxJQds 

d* ’ d$ 

la prima delie quali ci darà la tensione della lastra in M, e la seconda ci 

darà la forza normale TV, che sostituita nella equazione Nds — d. -, lamu- 
. . P 

tera in 

r 1 

dyJ'Pds — dxSQdt = d. C , 

e 

e questa sarà la cercata curva di equilibrio. 

121. Si può ancora trovare questa equazione «el modo seguente, che 
è anche più chiaro e più esatto del precedente. 

Sia SR (/?#. 49 •*) la direzione della risaltante di tutte le forze appli- 
cate alla curva da A sino ad M, abbassata la perpendicolare MP sopra SR, 
il momento della risaltante per far girare la parto AM intorno ad un asse 
condotto per M perpendicolarmente al piano della Ggura sarà uguale ad Ra>, 
indicando con R la risaltante e con oo la perpendicolare MP ; e siccome 
questo momento deve essere aguale a quello della elasticità, si avrà la equa- 
zione 


e 

Ita: = - . 

P 

Passando al punto vicinissimo m, alla risultante R si aggiunge quella delle 
forze applicate all’archetto Mm = As, e che si può indicare con A R , il 
momento poi di R rispetto all’asse parallelo al primo condotto per ni diviene 
R. mQ = R(MP -f- mO) = R. MP-j» fi.mO = ifo +fl.Mnm.«nmMO; per 
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lo che dinotando con fs.Afl il momento delle forze applicate all’ archetto 
A* nel quale ft esprime la perpendicolare abbassata dal ponto m sopra la 
direzione di A fi, avremo 


**• 


A/? -f-fl® + R • Mnm. seti mMO = 


e • c 
- + A.-. 
P • P 


Sottraendo da questa equazione la precedente , e dividendo il risultamento 
per As , si troverà . 


f* 


-j— -f- Rsen mMO 
As 


Mnm 

~A 7 



A misura che il punto m si accosta ad M, l’angolo mMO converge verso 

Mnm 

l’angolo TMO =MSR , il rapporto , che è quello della corda all’arco , 

p, 

converge verso la unità, e siccome convergo ad un limite finito uguale a 

,m ' AK ' ... 

— e j* a zero, il prodotto i*~r~ converge a zero; e per conseguenza net Il- 
ei* As 

mite si avrà 

d.- 

/?«»»MSR = — 

ds 

Ma Rstnt&SR — N , uguale cioè alla componente di R normale alla tan- 
gente MT; dunque 

e i ■ • 

A’ds = d.— . 

, ’ P 

Ora le due componenti della risultante R parallele agli assi delle x e delle y 
sono SPds e SQds , estendendosi gl'integrali da A sino ad M; e quindi la 
direzione di questa risultante formerà con l’asse delle x un aDgolo che ha 

per scno^— e per coseno - l’angolo poi che la langeDtc MT forma 

con lo stesso asse ha per seno-p, e per coseno—. Adunque il seno del- 

ds as 

l’angolo MSR per cui bisogna moltiplicare la risultante R onde si abbia la 
componente normale N , sarà uguale a 


dy SPds dx SQds 

Ts'~~R ds R ’ 
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e per conseguenza sarà 

dy </ Pds — (ixtf Qds j •. 

ds ’ 

Essendo inoltre il coseno dello slesso angolo MSR uguale a 
dx JPds dy SQdt 
. ds R ds lì 

sarà la componente, ossia la tensione T diretta secondo la tangente uguale a 

^ dxS Pds 4. dySQds 

ds 

Quindi ec. 

Se la lastra non fosse omogenea, o se il momento della elasticità non 
si volesse supporre inversamente proporzionale al raggio di curvatura , al- 

£ 

torà invece di esprimere il detto momento con —, lo dinoteremo semplice- 

. . f 

mente con e, intendendo che e non sia più una costante, ma bensì una va- 
riabile che sarà funzione di s; ed invece della equazione superiore avremo 
la seguente 

dyS Pds — dxS Qds = de. 

122 . Supponiamo ora che la verga elastica orizzontale AL (fìg. 
sia fissa nel termine A , c sia piegata in AMB da una forza S applicala 
all’altro termine B. 

Essendo la verga fissa in A, converrà intendere applicata a questo punto 
quella forza che sarebbe capace a mantenere l’equilibrio se il punto si ren- 
desse libero. Se la direzione della forza S che incurva la verga passasse per 
A , come sarebbe la Bs, ognun vede che a rendere libero il sistema basterebbe 
applicare al punto A una forza As' uguale e contraria alla Bs. Ma se la forza 
S con la sua direzione non passa per A, come sarebbe la BS, non vi potrà es- 
sere forza alcuna che applicata al punto A valga ad elidere l’azione della 
forza BS, ed a mantenere per conseguenza l’equilibrio; e bisognerà in tal caso 
che la lastra sia fissa non già nei solo punto estremo A , ma nei due punti 
vicinissimi A , a , ossia nella estrema sua particella Aa. Infatti prolungando 
la BS fino ad incontrare in B' la AL prolungata se fia d’ uopo, potrà inten- 
dersi applicata in B' una forza B'S' uguale e contraria alla BS, ed è chiaro 
che decomposta la B'S' nelle due All , ah ad essa parallele ed applicate ai 
punti estremi A, a, queste forze varranno a mantenere l’ equilibrio se si 
volesse rendere libero il sistema; imperocché la loro risultante sarebbe B'S' 
uguale e contraria alla BS. Ora decomponendo le forze AH , ah parallela- 
mente agli assi AX, AY, la somma delie componenti secondo il primo asse 
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sarà indicata da JPds , e la somma delle componenti secondo 1’ altro asse 
sarà rappresentata da SQdt. Adunque esprimendo con G, e — F le compo- 
nenti della forza BS secondo gli stessi assi, per le generali equazioni deir e- 
quilibrio saranno 

JPdt+G—O, SQd$ — F = 0, 

donde J'Pdt = — G , e JQds=F ì e la equazione della curva AMB verrà 
espressa (120) da 

d.t— — Fdx — Gdy, 

f 

donde integrando si ricaverà 

- = cosi. — Fx — Gy. 

e 

Si determina poi la costante avvertendo che nell’ ultimo punto B della curva 

4 

non vi ha inflessione, e quindi che è nullo in questo punto il momento — della 
elasticità. Per la qual cosa, ponendo AC = a, CB=6, bisognerà che 
quando x =ra , ed y = b si abbia ^= 0 . Adunque sarà la cost.—Fa+Gb, ed 

— = f(a — «) + G(b — y) 
t 


sarà la cercata equazione. 

123. Se la lamina è piegata in forza di un peso G pendente dalla estre- 
mità B, sarà 

* = G(6 — y), donde ?= Q ^_ y y 

^ ' . .* . • 

cioè il raggio di curvatura in ciascun punto M della lamina è inversamente 
proporzionale alla distanza orizzontale di esso punto dal termine B. 

Ora la generale espressione del raggio di curvatura 

di' 1 

dxd* y — dydPx ~~ dx d*y dy d*x ’ 
ds ‘di* di' di* 


allorché si prende ds come costante , ci dà 
dsdy 


dsdx 


3 =——, ovvero p = 

r <f* dy 
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La equazione dunque Ira le coordinale della curva sari in questo ultimo caso 

.■ • . • i : 

■ ' ' «Px= G(6 — y)dsdy, . • • 

la quale non può integrarsi in termini finiti. Ma se la inflessione della lastra 
è piccolissima potremo fare di = dy , ed allora potendosi avere per costante 
anche dy , otterremo 

ed -^ = G ( b — y) d y ^ 

dx 

ed integrando cosi rhe y = 0 renda — = 0, viene 

d y 

dx 1 

t -= Gh y--Gf, 

ed integrando di nuovo 

6«a>=r3 Gby 2 — Gy\ . 

equazione alla parabola cubica. 

124. Trovare la figura della lamina elastica AB (/ty. 5o. a ) piantata 
verticalmente, ed inflessa pel carico di un peso G postovi in cima. 

Qui è manifesto che fatto AP=a:, PM=p, AM=s, sar kSPds—G, 
JQJs = 0 ; e perciò la equazione della curva 




Gdy, 


ed integrando 


P 


nella quale non si aggiunge costante per la ragione che nel punto A dove 
y = 0 , non si ha momento di elasticità. Sarà dunque in ciascun punto M 
della lastra inarcata il raggio osculatore inversamente proporzionale al ven- 
tre PM. 

dsdx ; 1 

Prendendosi ds costante, p = — , e perciò la equazione fra le co- 

ri y 

ordinate della curva sarà 

e<Py = — Gydsdx , 

la quale , se la inflessione è piccolissima in guisa che si possa prendere 
dx = ds e costante, si muterà in 

Cy + # S =x0, 
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Sia RS = f il ventre massimo della curva onde la' tangente in S sia 
verticale e farcia per conseguenza un angolo =0 con l’asse delle ascisse. 
Moltiplicando per 2 dy la equazione ed integrandola in modo che ad y — f 

corrisponda — = 0 , avremo 


G? + , d £=Gr, 


donde 


e d £ 3==G ( r - f)ì ossia ^ = 
ed integrando di nuovo 

x = \{ÌL.arc(»en—j ) , ossia y = fttn x\Jj. 

1 25. Posto a; = AB = a , deve tornare y = 0. Sarà dunque 
f »en ;= 0 , 


— = urc(sen = 0) = ir , e G = — - . Questo è dunque il valore 

c Cl 

che dovrà avere il peso G affinchè possa produrre nella lastra una infles- 
sione piccolissima. 

eir 1 

Se sarà G <— 5 - non potrà soddisfarsi alla equazione 
fstn a ^ — = 0 

se non col mettere f= 0. Quindi verrebbe y = 0, il clic vuol dire che la 
lamina non si piegherà né punto nè poco. Se poi sarà G > — — , la equa- 

Ol 

zione 

fsen a\/2 = 0 

ci condurrebbe tuttavia alla medesima conseguenza, e mostrerebbe che la 
lastra non può piegarsi. Ma una (al conseguenza non può in modo alcuno am- 
mettersi in questo caso , essendo manifesto che la lastra se s’incurva di poco 
eie 1 t • 

per un peso G — -tj- , non può che incurvarsi dippiù per un peso mag- 
Mecc. T 4 
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giore di — 2 -. Con vico dire piuttosto die allora la inflessione non essendo più 
piccolissima , la equazione 



noD è più capace a rappresentarci la figura dell’arco della lastra. 
Nella equazione 


sostituendo G 


m 



,arc(ten=~) 



avremo 


x — ~ «re (sen = -) , 
ir / 


e da questa , ponendo y = fi si ricaverà 

x = — arc(scn = 1 ) — — • 7 . = — • 

<jr 7t £ & 

Adunque il massimo ventre RS = /" cadrà nella metà dell’ altezza a. 

126. La forza che misura la elasticità della lastra è alquanto minore 

C *!? 1 . e 

del peso G — — che ne produce una piccolissima inflessione; e questa forza 

à 1 

si determina conoscendo il massimo ventre /"della curva. 

Chiamando l la lunghezza della lastra , sarà 


estendendo 1 ’ 
avrà 


,= |"Wi+& 

l'integrale da at = 0 fino ad x — a. Pongasi ora = tu j si 


y = fsenmx , 

e quindi , prendendo la derivata , 


jq uu 


dy 

— = /incoio 1* ; 
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avremo dunque 


l = J'dxV 1 + f'm'cos'mx = Jdx[ 1 + -f 1 m’coi 1 mx 

Essendo f una quantità piccolissima , potremo trascurare nella precedente 
espressione tutti i termini che contengono le potenze di f superiori alla se- 
conda , e conseguentemente risulterà 

l=x -f- f 1 ni 2 , fdx coi 1 nix. 

Integrando per parli , si avrà 

'fdxcos’vuc = — scnmxcosmx -)- S dxsen 2 mx = 
ni 

= — senmxcotmx -J- «/ dx (t — cos‘mx) — 


donde si ricaverà 


= — seti mxeos mx + x — S dxeos^mx , 


r . , 1 , x 

J dx co» mx = — sen mx co s mx -+- — . 

2 m 2 


Avremo dunque 

2 \2m 2 J 

Prendendo quest’integrale da x = 0 fino ad x = a, ed avvertendo (125) 
che per x = a senma — sena^J— = 0 , si otterrà 

Questa equazione dà 

c=c(, + ^y. 

Eliminando da questa a 7 per mezzo della equazione u = — , avremo 
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trascurando il termine affetto dalla quarta potenza della quantità piccolis- 
sima f. Isolando f 1 , si ricaverà 


' GPj 


cit 


eie 


Si vede pertanto che fatto -^j=l , ovvero G =~pr i risalta /"= 0 ; dunque 
il peso — è quello cui può reggere la lastra senza piegarsi , c che perciò ne 


eie 


misura la forza di elasticità. Se fosse G < — sarebbe f immaginario e la 
lastra non piegherebbesi punto. Per avere adunque una qualche infles- 


CK 


sione debbe essere <r > — , lo che a maraviglia conferma il risultamento 


eie 


avuto sopra , che cioè il peso G = — opera nella lastra una piccola infles- 


cie‘ eie 

tione; infatti essendo a < i, il peso — j- è un poco maggiore del peso -jj 

a * 


FINE DEI. LIBRO FllIJUO. 
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LIBRO SECONDO 


DEL MOTO IN GENERALE 


CAPO I. 

DEL MOTO RETTILINEO. 


127. Nel molo uniforme (dicesi ancora moto- equabile o costante) pol- 
la misura della velocità si prende lo spazio che il corpo percorre nella unità 
di lempo , per esempio in un minuto secondo. Considerando poi la ragione 
numerica di siffatta velocità, si farà chiaro ad ognuno che essa sarà doppia, 
tripla, quadrupla, ec., secondo che Io spazio percorso nello stesso tempo 
sarà doppio, triplo, quadruplo , ec. , ovvero secondo che lo spazio si per- 
correrà in un tempo che sia il sudduplo, il terzo, il quarto, ec. del primo 
tempo. Laonde nel moto uniforme la velocità è in ragione diretta dello spa- 
zio ed inversa del tempo. Quindi se un certo spazio il quale si prenda come 
unità di spazio, sia percorso in un determinato tempo il quale sia preso 
come unità di tempo, corrisponda ad una certa velocità la quale si affilia 
come unità di velocità, dinotando con le lettere s , t, v i rispettivi numeri 
di queste unità indicanti lo spazio, il tempo, e la velocità che attualmente 
competono ad un corpo che si muova con movimento uniforme, senza dub- 
bio alcuno avrà luogo la seguente relazione 

s 

' 7 ’ 

Quindi si ricava l.° clic lo spazio 6 in ragione diretta composta della 
velocità e del lempo. 

2. ° Che gli spazii percorsi da due corpi con uguali velocità sono come 
i tempi impiegali a percorrerli. 

3. ° Che le velocità di due corpi che si muovono per uno stesso lempo 
sono come gli spazii percorsi. 

4. ° Che i tempi nei quali da due corpi si percorrono spazii uguali sono 
inversamente come le velocità. 

128. La misura della velocità nel moto rettilineo comunque vario im- 
mediatamente dopo il tempo t , è quello spazio che il corpo percorrerebbe nella 
unità di tempo , se subito terminato il tempo t , con quella tendenza che at- 
tualmente trovasi avere al moto si muovesse uniformemente. Imperocché la 
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velocità che ha il corpo immediatamente dopo il tempo t, è determinata e 
costante; ora la vera misura di una tale velocità sarebbe (127) lo spazio 
percorso dal corpo nella unità di tempo, se da quel momento il suo moto di- 
ventasse uniforme. Adunque ec. 

129. La intensità della forza in un corpo il quale si muove con moto 
vario , immediatamente dopo il tempo t , ove si voglia prescindere dalla 
massa del corpo , ha per misura la velocità che al corpo stesso la forza com- 
municlicrebbc se questa per tutta intera la unità di tempo, cominciando dal - 
ristante immediatamente seguente il tempo t , con la energia della quale at- 
tualmente gode, o accelerasse uniformemente o uniformemente ritardasse il 
moto. Siffatta misura c quella che dai Meccanici appellasi farsa acceleratrice 
o ritardalrice del corpo. Allora poi si dice che il molo prodotto nel corpo da 
una forza che continuamente agisca sopra di esso, è uniformemente accelerato 
o uniformemente ritardato , quando in uguali tempelti in virtù di quella forza 
si accrescono o si tolgono al corpo uguali gradi di velocità. 

130. Da siffatte definizioni agevolmente ricavansi le espressioni anali- 
tiche della velocità o e della forza acceleratrice 9 che un corpo il quale si 
muove con moto vario 0 rettilineo, ha dopo un qualunque tempo t. 

E per ciò che si spelta alla velocità o, si concepisca il tempo t diviso in tt 
uguali tempelti, dei quali ciascuno si dinoti con A t. Abbia poi il corpo dalla 
forza 9 , che si suppone al medesimo inerente, al principio del primo lem- 
petto un grado di velocità Ad' , al principio del secondo tempelto un altro 
grado di velocità Ad", al principio del terzo tempelto un grado di velocità 
A»"', e così appresso Cno all’ n'" tempelto al principio del quale acquisti il 
grado di velocità Ad 4 * 1 . Il corpo per tutto il primo tempelto con la velocità 
Av' percorrerà con moto uniforme uno spazio infinitesimo As', e si avrà (127) 



inoltre nel secondo ed uguale tempelto Al il medesimo corpo con la somma 
delle velocità Ao', Ad" descriverà con molo uniforme la somma degli spa- 
zietli A s', As" , in modo che si otterrà 


Ac' 4 - Ad" = 


As' -j- As" 


Al 


cosi pure nel terzo ed uguale tempelto Al con moto uniforme e con la som- 
ma delle velocità Ad', Ad", Ad'" percorrerà la somma degli spazietti As', 
As", As'", e sarà 


Ad' -f Ad" + Ad'" 


As'+ As" + As'" 
Al 


e così appresso. Ora accrescendo il tempo l del tempelto Al , abbia il corpo 
dalla forza 9 al principio di un tal' tempelto il grado dt velocità Au ! ' , ,) ; 
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questo corpo con moto uniforme e con la somma delle velocità Av', Av" , 
A»'", • . . , A» w , Av""» nel tempetlo A I immediatamente seguente il tem- 
po t descriverà la somma degli spazielti As', As", As'", . . As'" ! , As ;, "‘>, 
e si avrà 


Ao'-f Ae''-f Ao'"+...+At) <, >-fAo!"* , '= 


As» + As"+ As'" + . . . + As(-' + A*'" ■ > 
— " 


Per la qual cosa, se tutta la velocità Av' -(- Av" -{- Av'" 4 - . . . -f- Ab 1 " 1 
acquistata dal corpo nel tempo t si chiami v , ed il grado di velocità Ao ( "*'' 
dato al medesimo sol principio del temprilo At immediatamente seguente il 
tempo t si rappresenti semplicemente con A»; come pure se lo spazio percorso 
dal corpo in tutto il tempo t , cioè la somma degli sparii As' , As' + As", 
As' -j- As" + As'", . . . , As'+ As"-|- As"'+ . . . -f As *" 1 si dinoti con s , e lo 
spazio descritto nel tempetlo A< subito dopo il tempo t , cioè lo spazio 
As' + As" + As"' + . . . -j- As'"» -f- As ’"'» eoo As , sarà 


v + Au = 


As 

At’ 


la quale equazione ha luogo nella supposizione che la forza accelcralrice 9 
agisca per intervalli , al principio cioè di ciascun lempetto. Si supponga ora 
che il numero n dei lempctti converga indefinitamente al lini. = 00 , 0 che 
i singoli elementi Al, A s, Av si accostino per conseguenza al lim. = 0; il 
molo del quale qui c parola tanto più si andrà facendo continuo quanto più 
crescerà n e decresceranno le quantità At, As , Av. Facendo dunque pas- 
saggio ai limiti, nel qual caso il moto diventerà, come è in natura, vera- 
mente continuo, sarà 


« 


= lim. 


As rfs 
~Ai~ dt'" 


(*), 


dove e rappresenta la velocità del mobile nel moto vario rettilineo dopo un 
qualunque tempo t. 

131. Che se si cerca la intensità delia forza alla fine del tempo t, ri- 
chiamando alla memoria ciò che fu detto intorno alla sua misura nel nu- 
mero 129, essa si otterrà come qui appresso. 

Si dica Av il grado di velocità che la forza dà o toglie al corpo imme- 
diatamente dopo il tempo t e si divida la unità di tempo, per esempio il mi- 
nuto secondo, in più leuipelli uguali Al. È chiaro che questa unità di tempo 

conterrà un numero di tcmpelti At uguale ad . Ad ogni tempetlo poi si 

faccia corrispondere un grado di velocità Av dato o tolto al mobile; adun- 
que la velocità indotta o tolta allo stesso mobile dalla forza , posto che questa 
per tutta intera la unità di tempo immediatamente seguente il tempo t agi- 
sca uniformemente al principio di ciascun tempetlo secondo la energia che 
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ha attualmente alla fine del tempo t , sarà At>.^-=.— . Ma da siffatta ve- 

Llt 

locità noi misuriamo la intensità della forza; se dunque questa forza, come 
nei numeri precedenti , si chiami 9 , avrà luogo la seguente equazione 

Av 

* = 57 - 

(ìli elementi poi Av non si danno al corpo per intervalli ma con un’azione 
continua; considerando quindi Ad, Al come delle quantità infinitesime con- 
vergenti al /i«n .=0 , r si otterrà nello stesso limile nel quale il moto t< con- 
tinuo 


dv 

* = dl 


( 2 ), 


sostituendo per più di semplicità 9 al / 101 . 9 . 

132. Differenziando la equazione (1) nella supposizione di di costante 
d 7 s 

si ha dv = — ; quindi risulterà 
di ’ 1 

d’s 

» = 5?—W- 

Dalle equazioni poi ( 1 ), (2) eliminando di si ricaverà 
9 <fs = v dv .... (4). 

Avendosi pertanto le due equazioni (1), (2), ovvero le altre (3), (4) 
che dalle prime si derivano, fra le quattro indeterminate ( , «, 0 , 9 ; date 
due qualunque di queste si conosceranno le altre due; c data una sola si Co- 
noscerà la relazione che passa fra due qualunque delle altre. 

Tutte poi le equazioni precedenti si riferiscono immediatamente al moto 
accelerato; si adattano al molo ritardalo facendo dv negativo, ovvero, clic 
è lo stesso , sostituendo — 939 . 

133. Non sarà certamente inutile l’esaminare qui un poco più esplici- 
tamente le differenti quistioni alle quali possono dar luogo le equazioni (I) , 
(2), (3), (4). 

|.° Supponiamo che si abbia s — F(t) , si otterrà la espressione della 
velocita e della forza per via di semplici differenziazioni per rapporto a t. 

2.® Sia v — />’(<) ; si avrà 


9 = 


dv d . F(t) 


di 


di 


si conoscerà dunque la forza accelera Iricc. 


Digìtized by Google 


113 

Si verrà in cognizione della posizione del mobile a ciascun istante me- 
diante la seguente integrazione che ci fa conoscere il valore di s, 

s = <f vdt = J‘F(l)dt. 

La costante relativa a siffatta integrazione si determinerà dalla posizione 
iniziale del mobile. 

3. " Sia <f= F(f); « otterrà la velocità per mezzo della formola 

o= JV* = , 

e si determinerà la costante dal valore iniziale di v. Sarà per tal gnisa 
v = f(t), e si avrà il valore di s per mezzo della formola seguente 

e la costante introdotta per questa nuova integrazione dipenderà dalla posi- 
zione iniziale del mobile. 

4. ° Sia v— F(t) , si ricaverà 

F(s) , donde t = 

dt w ’ J F\t) ’ 

la costante si determinerà dalla posizione iniziale del mobile, e si otterrà cosi 
una equazione finita tra set. La forza <?, ovvero^ sarà in questo caso 
espressa da F(s).2^s). 

_ „ . . , vdv vdv 

5. ° Sia (p=F(s) , sostituendo — a $ , si avrà — = F(s ) , donde 


vdv = F(s)ds , ed integrando o 1 = 2J'F(s)ds = - 

Si perverrà eziandio a questo risullamenlo sostituendo a infatti si 
• di’ 

otterrà in tal caso 


<F* 

dF 


= m- 


Moltiplicando i due membri per 2 — , risalterà 

di 


ds d'i 


ds 


ì? = ì « 

ma i due membri di qaesta ultima equazione sono le derivale per rapporto 
Meco. j 5 
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a I, 


il primo di 



, ed il secondo di 2J'F(s)ds ; si atrà dunque 


(!) =2 SFM* = v\ 


che per niente differisce dalla equazione precedentemente ottenuta. La co- 
stante si determina mediante i valori iniziali di s e ». Si conosce cosi la ve- 
locità in un punto qualunque del movimento e non rimane che a trovare 
la equazione tra set. Rappresentiamo 2j’F(s)d$ con f(t) ; avremo 


— = Vfl *j , donde di 
di v 


ds C ds 

■ e 1 = | , 

v/r») j m 


ed il valore della costante si ricava dal valore iniziale di s. 

6 .° Finalmente si abbia 9 = F(») , si avrà in questa ipotesi 



F(») , donde t = 



e la costante si rileverà dal valore iniziale di ». 

Se si può risolvere qHesta ultima equazione per rispetto a », si otterrà 

v — f{t) = ^ , donde s = J’ f(t)dt. 


. . v dx> 

Nel caso contrario si sostituirà — - a 9 , e si avrà 

OS 


= F(e) , donde s 


r vdv 

= JfW‘ 


Se si può effettuare questa integrazione si otterrà una equazione finita tra » 
ed $ ; e siccome se ne ha un’altra tra I e », la eliminazione di » ne offrirà 
una terza tra * e t. 

Tali sono le differenti quislioni alle quali possono dar luogo le equa- 
zioni del movimento rettilineo vario. La loro soluzione dipende mai sempre 
o da differenziazioni o da integrazioni del genere delle quadrature. 

134. Nel moto uniformemente accelerato la velocità ò proporzionale 
* al tempo (129) ; quindi dinotando con g un coefficiente costante , si avrà 
per siffatta specie di moto » = gl- Per la qual cosa (133: 2.°) 


di di 
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cioè nel moto uniformemente accelerato la forra é collante. Dippiù 
. * = Jgtdt x= gSldt = ~ , 

dove non si dovrà aggiungere la costante net caso che si supponga il mobile 

t ) 1 

partire dalla quiete. Sostituendo poi ìd questa a t 1 il valore — , risulterà 

e 1 

s=— . 

2flr 

Se il mobile al principio del tempo i si trovasse avere una velocità 
iniziale c, sarebbe 

» = c + gt ; 

ed in una tale ipotesi si avrebbe pure 


d(c + gt) gdf 

* = ~ r . =-37 = 3 ' 


dt 


dt 


Inoltre si otterrebbe 


g? 


s = J(e + gt)dt = et , 


cioè tutto l' intero spazio percorso dal mobile nel tempo l sarebbe uguale 

■pi* 

allo spazio et dovuto alla velocità iniziale c (127) , piò lo spazio— dovuto 

* 4M 

alla forza acceleratrice costante g. Eliminando poi t da questa ultima equa* 
zione mediante la prima v = c -{-gt , risulterebbe 

v — c\ v — c e-J-e e* — e* 


v — c / e — c\ 




dalla quale si deduce 

o* == 2 gì + c 1 , 

e questa c’ insegna che il quadrato della velocità acquistata dal mobile dopo 
di aver percorso lo spazio s, è uguale al quadrato della velocità che ad esso 
avrebbe communicata la sola forza acceleratrice, piò il quadrato della ve- 
* locità iniziale. 

135. Supponendo pertanto che il corpo parta dalla quiete ecco lo prin- 
cipali proprietà del moto uniformemente acceleralo, 

1. ° Gli spazii crescono come i quadrati dei tempi , ovvero corno i qua- 
drati delle velocità. 

2. ° Gli spazii descritti io uguali e successivi intervalli di tempo , co- 
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miociaodo dal principio del molo , seguono la ragione dei numeri dispari 
1 , 3, 5 j 7 , 9 . 

ni 1 

Infatti nella foratola s = — facendo successivamente t— 1 , =2 , 

= 3, = 4, = 5,..., si avranno gli spazii percorsi in un tempo uno , 
in un tempo doppio , in un tempo triplo , ec. espressi rispettivamente da 


9 4g ]60 25 g 

2 ’ 2 ’ 2 ’ 2 * 2 ’*"’ 


e quindi gli spazii descritti in uguali e successivi tempi saranno 


9 H—'-L — °9 25g 16g 

2 ’ 2 2 ’ 2 2 ’ 2 2 ’ 2 _ 2 _ ’ ’ 

ossia 

£ 3j 9j 

2 » 2 ’ T ’ 2 ’ 2 **'•* 


i quali evidentemente seguono la ragione dei numeri dispari. 

3. ° Se il mobile ba percorso nel tempo ( lo spazio s con moto uniforme- 
mente acceleralo, ed acquistata la velocità », ed indi per ugual tempo t pro- 
segua a muoversi con moto uniforme, e con la velocità acquistata »; esso 
descriverà uno spazio doppio del primo. 

Infatti lo spazio percorso nel secondo tempo t con moto uniforme e con 
la velocità v , è vi (127 : l.°) ; e per essere v — gt , questo spazio sarà gt *. 
Ma lo spazio descritto nel primo tempo eoo moto uuiformemente accelerato 

gì 1 

è — . Adunque ec. 

4. ° La misura della forza acceleratrice costante g si ottiene allorché si 
conosca lo spazio descritto dal mobile in un dato tempo I; imperocché dalla 
formoletta 

gl 1 . . 2s 

*= — - si ricava g — — . 
z t 


136. Nel moto uniformemente ritardalo rappresentando con c la velo- 
cità iniziale del mobile in direzione contraria a quella della forza accelera- 
trice , avranno luogo le equazioni seguenti 

gl 2 e 1 — »’ 

» = c—gt , s = c< — , s== — 2 ^ — » 

le quali si ottengono da quelle che hanno luogo nel molo uniformemente ac- 
celerato (134) sol che in esse si sostituisca — ;/ a ;/ (132). 

Quindi l.° ponendo nella prima e nella terza » = 0, si otterranno la 
durata T di questo moto , e tutto intero lo spazio S descritto nel tempo T 
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T — 


S=~. 
2 g 


2. ° Questo tempo e questo spazio sono appunto quegli stessi , nei quali 
il mobile partendo dalla quiete con moto uniformemente accelerato acquista 
la velocità e (134). Laonde se dopo spenta la velociti impressa, la forza 
acceleratrice prosegue ad agire, il mobile ricalcherà la stessa traccia , e tor- 
nerà in tempo uguale al punto dal quale parti, dorè giunto avrà acquistata 
in senso opposto la velocità iniziale c. 

3. ° Nel moto uniformemente ritardato le velocità sono come i tempi 
che restano fino alla cessazione del moto. Imperocché per un tempo qua- 

c — 1 ) 

lunque di un tal moto si ha t — • — ; essendo dunque la durata totale 

9 

T=-(i.°), il tempo r che resta fino alla cessazione del moto sarà 
9 


r = T—t=— 
9 


e — u 


, donde c = qr. 
9 


4.° Nel medesimo moto uniformemente ritardato gli sparii che restano 
a descriversi fino alla cessazione del moto sono come i quadrati delie velo- 
cità, o dei tempi che rimangono fino alla cessazione suddetta. Infatti per es- 

sere nel moto uniformemente ritardato uno spazio qualunque s= , 

é 1 

e lo spazio totale $=—-(!.•), lo spazio s che rimane a percorrersi fino 
2 9 

alla estinzione del moto sarà 


s = S — <=.- 


C C V 


2 9 2 g’ 

cioè proporzionale al quadrato della velocità. Ma (3.°) t> = gr. Se dunque 
quello spazio è proporzionale a o 1 sarà pure proporzionale a r*. 

137. Si sa dalle teorie astronomiche che la forza di gravità tende a far 
cadere i corpi, i quali si trovano fuori della superficie terrestre, nella direzio- 
ne verticale , perpendicolarmente cioè alla superficie medesima ; e che l’azio- 
ne di una tal forza è proporzionale reciprocamente al quadrato della distanza 
del corpo che si muove dal centro della terra. 

Ciò posto, sia r il raggio della terra, a la distanza del mobile dal cen- 
tro di questa allorché ha principio il movimento, a — s la distanza variabi- 
le , e quindi s lo spazio percorso nel tempo (, 9 la gravità, e g esprima il va- 
lore di questa forza nella superficie della terra ; si avrà la proporzione 

1 1 

r-9- 




,2 * 1 
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dalla quale si dedurrà 


Per la qual cola sarà (133; 5.°) 




• | J ^ rb + 

La costante si determina mediante i valori iniziali di lev, i quali qui si 
suppongono uguali a zero; sarà dunque al principio del moto 

2or* 2 or 1 

0= 1-cost. donde eost. = — — — . 

a a 

Sostituendo questo valore in quello di t>* , avremo 

Sgr 1 2gr* 2gr , s 

fa quale equazione esprime la relazione fra la velocità e lo spazio. 

Ad ottenere poi quella che ha luogo fra lo spazio ed il tempo , si risol- 
verà per rapporto a dt la seguente equazione 


d^Jgr^ 
di 1 o(o — s) ’ 


c si avrà 


= 1 ( a ~*) A _ 1 W^ K a 8 _j) - + . 

r v V r V Vl V<J — J r Vw— i* Voi— «*) 


J ' V<jj — t 1 J 2 \/as — s 1 
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l ~ X -^T s { ^ at ~ * a + £ 3 - arc («* ~ ’ (2<) ’ 

dove non aggiungiamo la costante per la ragione che ad s = 0 corrisponde 
t =0. 

Le equazioni (!'), (2') determinano tultocciò che riguarda il moto dei 
corpi gravi. Per esempio, se un grave si supponga cadere da una non molto 
grande altezza , i sarà una quantità piccolissima per rispetto alla distanza o, 
e perciò in paragone di questa potrà disprezzarsi : inoltre si potrà senza er- 
rore sensibile supporre r = o; laonde la equazione (!') diventerà 


v 1 = 2 gs , donde 



DippiU essendo 


are 



sen = 2\/‘- ^ ; 


e poiché il seno 2 \f~ è assai piccolo , potrà esso sostituirsi all’arco; quindi 
la equazione (2') si muterà in 


donde 


Dalle due equazioni 


» 2s j 
t = — , ed $ e=— . 

flf 2 


t>* gl 3 

* 2g' 


eliminando t, risalterà v — gt; donde si fa chiaro ciò che vien confermato 
dalle più delicate esperienze , che cioè la gravità può considerarsi come una 
forza acceleratrice costante allorché i corpi si muovono in vicinanza della 
superficie terrestre , e conseguentemente che il moto di questi corpi è unifor- 
memente accelerato quando si lasciano cadere dall’ allo in basso, ed è unifor- 
memente ritardato quando sono lanciati verticalmente dal basso in alto. 

Paragonando fra loro le esperienze di Newton con quelle del Riccioli e 
del Grimaldi si ricava che un grave cadendo liberamente descrive nel primo 
minuto secondo uno spazio che misurato in piedi parigini é = 15 , 09S equi- 
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valente a metri 4, 9044 ; se dunque nella equazione t=-gt 7 si fa t — 1" 

ed s = 4 , 9044 si otterrà <7=9, 8088 ; tale è cioè la gravità sulla super- 
fìcie terrestre che in un secondo con la sua azione costante communichi al 
corpo una velocità con la quale con moto uniforme questo descriverebbe in 
ciascun secondo uno spazio di metri 9 , 8088. 

Soggiungo le seguenti applicazioni. 

1.® Sia da determinarsi il tempo che dovrà scorrere perchè un grave ca- 
da dall’altezza di 400 metri. La equazione s = -gt a , ponendo ff—9, 8088 
ed i = 400 , dà 


400 

4,9044 ’ 


donde 



400 

4,9044 


9, 031 , 


bastano cioè nove minuti secondi ad un dipresso. 

2.° Voglia determinarsi la velocità che il grave acquista allorché avrà 
descritto lo spazio di 400 metri alla fine del tempo t = 9, 031. La equazio- 
ne v = gt darà 

e= 9, 8088 X 9, 031 = 88, 5832. 


3.® Proponiamoci di conoscere la profondità di una voragine , nel fondo 
della quale si sa che un grave giunge alla fine di 10". Avremo 

1=^=4, 9044 X 100 = 490, 44. 


138. Ma le foratole esposte qui sopra non possono aver luogo allorché 
il corpo si concepisce penetrare nell’ interno della terra. Infatti si dimo- 
stra {*) che supponendo la terra come una sfera omogenea e di uniforme den- 
sità, un corpo che penetrasse nell’ interno di essa sarebbe attratto dal suo 
centro e si muoverebbe nella direzione del suo raggio con una forza propor- 
zionale alla semplice distanza dal centro. Laonde ritenendo le denominazioni 
del numero precedente, si avrà in questa ipotesi la proporzione 


9'3 — r — s :r, 

nella quale s rappresenta la distanza variabile dalla superficie terrestre ; 
quindi sarà 

* = ?(r-s). 


(’) Poisson-Xraité de Mécanique, iroisième editino Bruxelles i838 , n.® ioi. 
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Adunque (133 : 5.°) 

v’ = — J*(r — t)dt— — — *)d(r — s )= — i( r — j) 1 + cot 

Per determinare la costante , si avverta che ad s = 0 corrisponde t = 0 ; sarà 
perciò 

0 = — -r’+ coti., donde cori. = -r 3 . 


Quindi 




Ciò posto, la relazione tra lo spazio ed il tempo si ricaverà dalla equa- 
zione 




dalla qnale si dedurrà 


Jt 


ed integrando 


\/t — - * = 

” V \/r l /V .V- 1 


r — s 


^ r ‘-(r- t y v/< ( r- r 

, V/f =arc ( w * = ’v i ) •••(40, 


dove non si aggiunge la costante dovendo essere s = 0 insieme con l. 
Da siffatta equazione si ha 

——=co» l donde (r — s) 1 = r'cof l 

Sostituendo questo valore di (r — s) 1 nella equazione (3'), risulterà 

v'—gr ^1 — cos’t = grsen'1 \J ~ , 

che è la relazione fra la velocità ed il tempo. 

Supponiamo ora s = r, le due equazioni (3'), (4') daranno 


gr 


il tee. 


• *Vh 


are (cot = 0) =— . 


iG 
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Adunque dopo « he il mobile avrà percorso il raggio terrestre sarà 

« = V9, = 

* v <j 

Che se si supponga J=2r , le medesime equazioni (3') c (à') somministreranno 
=“fr l — (r — 2 r) a ]= 0 , e l = are ( m.< = — 1 ) = ir, 

ossia 

o = 0, e < = 

Ter le quali cose tutte si vede che la velocità 6 massima allorché il gravo 
passa pel centro, è la stessa per due posizioni situale ad uguali distanze dal 
centro, ed c nulla alla estremità opposta del diametro: il grave si trova in 
questo punto nelle medesime circostanze di prima ; quindi esso ritornerà verso 
la posizione primiera con un movimento identico al primo, ed avrà luogo cosi 
un numero indefinito di simili oscillazioni. 

139. Tutto quanto è detto finora del molo verticale dei corpi gravi è 
verissimo allorché si suppone nulla la resistenza del mezzo, nel quale essi si 
muovono. Ma volendosi considerare il moto verticale di questi corpi in un qual- 
che mezzo resistente, come nell'aria, nell'acqua, cc. , si dovrà tener conto 
della resistenza di un tal mezzo. Ora questa in pari circostanze è, o almeno 
approssimativamente può prendersi proporzionale al quadralo della velocità 
del grave elle si muove nel mezzo resistente, supponendo tutte le parti di que- 
sto perfettamente mobili e tali da non produrre fra loro niuii sensibile attrito. 
Quindi se li esprima un coetlicientc costante, indipendente cioè dalla velocità 
del grave, la resistenza del mezzo potrà rappresentarsi eoo At ) 1 , e la forza 
acccleralrice 9 ron la quale il grave discenderà nel mezzo resistente sarà 
9 = 5 — hv 1 , ossia facendo per comodità del calcolo A = qc 1 (*) , 

<?=!/ (1 — cV). 

Adunque le relazioni fra la velocità ed il tempo, fra la velocità e lo spazio si 
avranno eseguendo le integrazioni dei secondi membri dello seguenti formolo 
(133:6.°) 



(') Questo coetlicientc dipende dalla figura del corpo c dal rapporto del suo peso 
specifico a quello del lluulo, e quindi il suo valore è lo stesso per uno stesso corpo e 
per uno stesso fiutilo, ma cangia nei diversi corpi e nei inc/.ti diversi secondo lo leggi 
1 Ite nella Idraulica s’ insegnano. 
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Ora noi abbiamo 


dv 

1 / de 

de > 

!=-( 

^ J( 1 + cu) 

d(l — co)\ 

i — cV 

“2 V* +« 

1 — ce> 

' 2c ' 

^ 1 + cv 

1— CD ) 


e perciò sarà 

' = J j rrjv = ^ +'»■'• = 


-r-'Cr^V^- 

2 gc \1 — ce/ 


Per la determinazione della costante si noli che al principio del moto quando 
<= 0 si ha pure o = 0; donde si dedurrà la cost. = 0. Per la qual rosa si 
avrà semplicemente 


‘ p (l±i!V.. a) . 

2 gc \1 — co) 


A fine poi di trovare il secondo integrale, si avverta essere 

veto 1 — 2 caviti 1 <l(t — cV) 

— ^ 1— cV ’ 


1 — cV 
e quindi sarà 


2c* ’ I— cV 


1 f Belo 1 . , . 1 \ 

gjl — co 2 gc 1 ' 2gc \1 — cVy 

Anche qui la co*t. = 0 per la ragione che ad s = () corrisponde o=0. La- 
onde si otterrà 

Per avere poi la relaziono fra lo spazio ed il tempo si elimini o dalle 
due equazioni (/) , (f) nel modo seguente. Si moltiplichi per 2 gc la equa- 
zione ( f ), si avrà 


2 get 




donde e**“ = 


1 -J-co 


1 -— co ’ 


ed isolando il prodotto co , si troverà 


CO ! 


Quindi si otterranno 


e‘s" — 1 

V ;t, + l 


i + cu = 


+ 1 ’ 


1 — cr 


' u - '+ 1 ’ 
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e conseguen temente 


1 - cV = 


i y 


1 /«’*■' + 1 V (**' + < r *"\ 1 

1— cV~~ V ’hf" ) ~ V 2 ) ' 


Sostituendo questo valore nella equazione (f ), risulterà 


che è la cercata relazione. 

Dalla equazione (f) ricavandosi 


„=Y!r^r\ 

e V****+ t J 


dal dello nel citato paragrafo sesto del numero 133 sarà 


t l)dt 

S ~cJ e’* c ‘-l- 1 ’ 


c J 1 ’ 

la qual forinola integrata ci darà la medesima relaziono qui sopra trovata. 
Infatti 

f (e*" — i)dt_ 1 f («f ' ~ c-“')d. get 

J e’^'+l ~gc J ’ 


sarà quindi 




Per determinare poi la costante si noti che al principio del moto quando ( =0 
si ba pure t = 0 ; laonde si avrà 


e conseguentemente 


0 = — f'(2) + co,t. 


cosi. — -~ 5 i'(2). 


Sostituendo questo valore nella equazione superiore, risulterà 
che per niente differisce dalla relazione ( f"). 
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Pertanto dalla equazione 


1 /V*“ — 1\ 
*~e \) 


si ricava che la velocità del grave cadente non può mai oltrepassare e nep- 
pure giungere al limite Si avvicina però moltissimo a questo limite ed il 

moto si rende sensibilmente uniforme dopo un certo tempo tanto più breve 
quanto è maggiore il coefficiente c della resistenza. 

140. Al molo dei gravi lanciali verticalmente in alto nell’aria o in un 
qualunque altro mezzo non solo si opporrà la resistenza di questo mezzo, ma 
la gravità eziandio del corpo. In tal caso adunque dovrà mettersi 

? = — S(1 + C V), 

e quindi le equazioni 

1 r dv lf vdv 

3 J 1 + eV ’ * srJl+cV’ 

Ora noi abbiamo identicamente 


f dv 

1 f d.cv 

r vdv 

_1 frf(l+cV) 

J 1 + cV ‘ 

'cj 1+cV’ 

J 1 + cV ' 

” ‘le 1 J 1+cV 


Adunque saranno 

t = cosi. —are (tang — et)) , 

9 C 

s = coH. — 1 -f- cV). 

Chiamando poi v 0 la velocità iniziale impressa al corpo al principio del moto, 

la prima costante sarà = — arc(lan<7=ct> 0 ) , e la seconda = - — ^/'(l-f-c^Co 1 ). 

r gc 2 <J C 

Avremo dunque 

1 


t = — [ arci tang = co 0 ) — arc(tang — cv) ] . . . (f ") , 
9 « 


1 ,Yi±«v\ 

'~2gc J V .1 +c*oO*' ' ^ ^ 


Dalla prima di queste equazioni si ottiene 

arc(tang — co)r=arc(lang = cv 0 ) — get , 

e quindi 

co = tang[arc(tang = co 0 ) — get j. 
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Si sa poi dalla trigonometria che 


(angr[ arc(lang = cv 0 ) — gel J — l J^ n 'J(U ct ) 

yL V 9 ’ J J i+cv a tang(gct) 

Adunque sostituendo c dividendo per c , si avrà 

0 _J_ ce» — tang(gct) 

e 1 -f- cv 0 tang(gct) * * . 

Pongasi ora lang (gel) = x , avremo 

. 2 cW — ZcvoX + x 1 • 


(1 + C0,*) 3 


hi : n. ì 


, . , * +cW + e\V -f- X 1 (1 -f-»»)(l + cW) 

(1 + cv Q xy (l-f-eco*)* 


c perciò 






'di 


I 


Sostituendo questo valore nella equazione (p y ) si otterrà lo spazio infunzioue 
del tempo per mezzo della forinola 

s ^ [coi(gct) + co„$cn(jjrct)3 • • •(/■”)• 
gc 

Ponendo nelle equazioni (/■'"), (f ' r ) t> = 0, si otterranno la durala T di 
questo moto e l’altezza S delia salita espresse per 

T =~arc(lang = co 0 ) , 5=^ l'(ì -f cV). 

141. Se si supponesse la resistenza proporzionalo alla velocità ? rappre- 
sentandola con gkv , si avrebbe pel moto discendente 


9 = g(l — *t>) ; 


e quindi risulterebbe 


_ 1 f do 

“ 9 J 1 — 


1 


t 


P(1 — ho) cosi. 


g J 1 — kv gk 

■neitlo «fùoìstuip otif.'óp ib atni'tq 

Se la velocità iniziale ò nulla si ha cosi. = 0 , o perciò 

(„-> ! =r foa -- OH 

t = — — fcc). 
gk 
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Da siffatta equazione ricavasi 

1 — fcc = e -1 '*' , o u = — (1 — . 

Per la qual cosa sarà 

s = ^ j ( I — e-”'") dt = <jkt -f e--*') + rosi. 

1 

Ora supponendo nullo lo spazio iniziale, sarà la coni» a — qV*' c l )cr ron " 
scgiionza si avrà 

*=4 ;(sfa + r^'— 1). 

f/ K 

Il valore di v c’insegna clic la velocità tende indefinitamente a ridursi 

ad — , ed il molo a farsi uniforme, il valore poi di .< cresce indefinitamente. 
li 

142. Se il mobile avesse una velocità iniziale r„ » c non fosse sottomesso 
all'azione della gravità, ma alla resistenza sola del mezzo , si avrebbe 

1 C dv 1 ... . 

9 («) + cast. ; 


c siccome si ha v—v 0 per < = 0, perciò 


cosi. 


donde si ricava 


Quindi 




l-+>. • rr-T-; 

t il ic cfìio * tf»l> otarri li .*!ftJuo 


s = v 0 J'e~ si 'dl— °-e s “ + cosi. 

° <jk 


Ma uoi abbiamo nello stesso tempo t = 0, ed s=0; si avrà dunque 

V Q *it\ 

cosi. = -j , e coDscgucntcmenlc s = — (1 — ). 

Dalle quali cose apparisce clic la velocità ha per limile zero a misura clic il 
tempo cresce; ed s ha per limite y , in guisa clic il mobile tende indefinita- 
mente verso una determinala posizione alla quale però non giungerà giammai. 
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CAPO II. 

I>EI. MOTO OKI GRAVI PER I PIANI INCLINATI. 

143. Un grave qualunque posata sopra di un piano inclinato discenderà 
per esso secondo una linea retta perpendicolare alla comune intersezione del piano 
inclinato con l’ orizzonte. 

Si abbia il piano I (fig. 5i .“) inclinalo all’orizzontale O, e sia KL la 
comune intersezione di questi piani. Si posi nel punto D del piano inclinalo 
un grave, questo per la forza di gravità, se il piano non si opponesse , di- 
scenderebbe per la verticale Dti. Ora si rappresenti con DG questa forza e 
la medesima si risolva in due DE , DF , delle quali la prima spinga il grave 
pel piano inclinato, e l’altra sia normale al piano stesso c perciò elisa dalla 
sua resistenza. Discenderà dunque il grave in virtù della forza DE per la 
retta DE , cbe si trova nel piano DEGF , il quale perchè passa per la verti- 
cale DG è perpendicolare ali’ orizzontale O , e perchè passa per la normale 
DF è perpeodìcolare al piano inclinato I ; il moto cioè del grave si farà in 
un piaoo che nell’ istesso tempo è normale al piano orizzontale O ed al 
piano inclinato 1. Dissi si farà e non incorni n cerd ; imperocché quantunque 
io forza della dimostrazione quest’ ultimo soltanto ne conseguiti, ciò non 
ostante dirigendosi i successivi accrescimenti della gravità secondo le ver- 
ticali abbassate dai punti della retta DE , la quale esprime la direzione 
iniziale del moto del corpo, e tutti questi accrescimenti verticali dividendosi 
come sopra io due , è chiaro che il mobile non solamente incomincerà , ma 
ancora seguiterà a muoversi in quel piano. Sia pertanto ABC questo piaoo , 
esprimeranno AB, BC le rette secondo le quali esso seca il piano incli- 
nato ed il piano orizzontale, ed ambedue queste rette per la Geometria sa- 
ranno perpendicolari alla KL comune intersezione del piano inclinalo col 
piano orizzontale. Ma il moto del corpo si fa per AB. Adunque ec. 

144. La forza con la quale il grave si muove per il piano inclinalo , 
dicesi gravità relativa. 1 successivi incrementi di questa forza , che conti- 
nuamente riceve il corpo discendendo pel suddetto piano , non differiscono 
dai verticali , che la gravità assoluta farebbe prendere al medesimo corpo , 
se non per questo, che cioè i primi stanno ai secondi nella ragione di DE 
a DG; laonde la gravità relativa sta all’assoluta comeDE'.DG. Pertanto, 
chiamando l, h la lunghezza AB e l’altezza AC del piano inclinato, per la 
somiglianza dei triangoli DEG , ABC si ha la proporzione 

DE:DG = àJ; 

quindi la gravità relativa sta all’assoluta come l’altezza del piano inclinato 
alla sua lunghezza. Ma il rapporto h.l è costante. Dunque la gravità relativa 
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sta all’ assoluta in un rapporto costante. Ma la gravità assoluta é costante. 
Dunque la gravità relatita sarà eziandio costante. 

Id5. L’angolo di elevazione, cioè l’angolo ABC che il piano inclinato 
fa con l’orizzontale si ponga = a ; nel triangolo rettangolo ABC sì avrà 
la seguente proporzione h:l =z sena: 1 ; per la qual cosa la forza accelera- 
trice costante con la quale il corpo discende pel piano inclinalo , cioè la 
gravita relativa sarà = gscn«, rappresentando come sopra con g la gravità 
assoluta. Adunque tutte le forinole che pel moto verticale dei gravi si sono 
nel capo precedente dimostrale, avranno ancora luogo pel moto dei mede- 
simi sopra un piano inclinato, sol che in esse si sostituisca ysen * a g. 

146. La velocità acquistata dal grave dopo un dato tempo , allorché questo 
discende per un piano inclinato sta alla velocità che nello stesso tempo il grave 
acquisterebbe discendendo per la verticale, come l'altezza del piano inclinato 
sta alla sua lunghezza. 

Imperocché la velocità acquistata dal grave nel tempo t allorché discende 
pel piano inclinato è gtsenu, e quella che esso acquisterebbe cadendo per la 
verticale è gt. Ora queste due velocità stanno fra loro come sena : 1 =h : I. 
Adunque ec. 

1 47. Se un grave si lasci cadere dal punto A , primieramente per la eer- 
licale AC , e poi per la inclinata All , giunto che sarà all'orizzonte BC , tanto 
nella prima che nella seconda caduta si troverà avere uguali velocità. 

Si dinoti con f il tempo che il grave impiega a percorrere lo spazio AC 
e con v la velocità che acquista nel punto C; inoltre si rappresemi con t' il 
tempo che il medesimo grave impiega a descrivere lo spazio AB c con v' la 
velocità che acquista nel punto B. .Stranilo 

' AC = —^-— Afi gC’scn* v' 1 

2 2g 1g 1 2 'Jgstna 2g sena 7 

donde > ' ... */'. • 

'Jg.AC = v‘‘, ‘2g. AB sena — v'*. 

' e N •' . 

Ma nel triangolo rettangolo ABC si ha AC = ABsena. Sarà dunque v 7 =u ,, l 
e «a»'. Adunque ec. 

Quindi conducendo da un medesimo punto un numero qualsivoglia di 
rette diversamente inclinate all’orizzonte, per qualunque di esse si lascerà 
cadere un grave partendo da quello stesso punto, giunto all’ orizzonte si tro- 
verà avere la medesima velocità , cioè quella che acquisterebbe cadendo per 
la verticale. 

< 148. Lo spazio descritto in un dato tempo da un corpo grave che discende 

per un piano inclinato, sta allo spazio che nel tempo stesso il corpo descrive- 
rebbe cadendo per la verticale come /' altezza del piano inclinato sta alla sua 
lunghezza. ■ _ 

Infatti dinotando con t il tempo dato, questi due spazii saranno rispel- 

Mecc. 17 
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livaraenle rappresentali dall» formo!» 

gCsena gl 1 

~2 » 2 


Ma 


j/’km» gl 1 

— - — . — = sen « : 1 =s h . I, 


Adunque ec. 

149. Se un grave ti faccia cadere dal punto A (fig. 52.*) prima per la 
verticale AC, e poi per la inclinata AB, condotta dal punto C alla AB la nor- 
male CD , descriverà etto nell’ {stesso tempo gli spaiti AC, AD. 

I triangoli simili ABC , ÀDC danno 


AD : AC = AC : AB = à : 


Ora se io spazio che Si descrive da un grave thè si fa discendere per un 
piano inclinato sta allo spazio dal medesimo percorso lungo la verticale 
come h:l, questi spazii , come agevolmente si comprenderà dimostrando 
la proposizione inversa della precedente , ai percorrono in tempi uguali. 
Adunque ec. 

Quindi tutte le corde di un cerchio che partono dall' una delle due 
estremità di un diametro verticale saranno percorse nello stesso tempo , nel 
tempo cioè che il grave liberamente cadendo impiegherebbe a descrivere 
quel diametro. 

150. In una serie continua di più piani fra loro scambievolmente incli- 
nati, l’angolo che uno di essi contiene con l’altro immediato, dicesi angolo di 
contingenta. Ciò posto, te un grave s» lasci cadere dal punto A ( fig. 53.*) per 
più piani fissi AB, BC , CD, DE, EO successivi e continuamente inclinati 
ad angoli di contingenza ABh, BCn , CDg , DEI , nel passaggio da un piano 
all'altro immediato perde una parte della velocità che ha attualmente , ed il 
rapporto della parte perduta a questa stessa velocità i uguale a quello del seno 
verso dell' angolo di contingenza al raggio. 

L’ ultimo piano EO si sopponga orizzontale, e gli altri AB, BC, CD, 
DE diversamente inclinali all’ orizzonte. Dal punto A si abbassi sol piano 
orizzontale la verticale AI, e dai punti B, C, D si conducano le oriz- 
zontali BF, CG , DH, e le verticali BK, CL, DM. Cadendo il grave dal punto 
A pel piano inclinato AB abbia nel punto infimo B una velocità espressa da 
Bk; questa evidentemente nel passaggio del grave dal piano AB al piano BC 
si decomporrà in due , delle quali una sarà Bi diretta secondo il piano BC , • 
l’altra kl normale a questo stesso piano: con la prima discenderà il grave 
nel piano BC , e con la seconda lo premerà nel punto B- Per la qual cosa, 
descrivendo col raggio Bk l’ arco di cerchio kh il quale misuri l’ angolo di 
contingenza kBh , il grave uel passaggio al nuovo piano BC perderà la ve- 
locità Bk — BI = Bh — BI = hi. Ma bi : Bk come il seno verso dell’ angolo 
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di contingenza al raggio. Adunque il grave nel passaggio dal piano AB al 
nuovo piaDO BC perderà una parte della velocità Bk che ha attualmente, ed 
il rapporto della perdita bl alla medesima velocità Bk sarà uguale al rapporto 
del seno verso dell' angolo di contingenza ABh al raggio. Un simile ragio- 
namento può farsi in ciascun passaggio successivo ai piani seguenti. Adun- 
que ec. 

Supponendo uguale alla unità il raggio delle tavole , rappresentando 
con o la velocità che il grave ha attualmente nel punto infimo del piano in- 
clinato, e chiamando tì l’angolo di contingenza che questo piano contiene 
col piano immediatamente seguente; la saccennata perdila verrà espressa 
da osen.v. 6 , la pressione che il grave esercita su questo piano immediata- 
mente seguente nell'istante che si dispone a discendere per esso sarà t> sentì, 
e e costì dinoterà la velocità con la quale incomincia questa discesa. 

151. Sarà facile ora il determinare la velocità che un grave ha dopo la 
discesa per n piani contigui, e diversamente inclinati all’ orizzonte. A tal 
fine rappresentiamo con tì, 6', 6", . - tì'*~° i successivi angoli di contin- 
genza di questi n piani inclinati; inoltre dinotiamo con v, o",.. », 
le velocità cbo il grave acquisterebbe alla fine della discesa per ciascuno di 
essi se, cominciando dal primo, separatamente li percorresse; finalmente si 
esprimano con v, t, , u,,. . . , t>_, le velocità ehe il grave ha dopo la discesa 
per ono, per due, per tre,. .., per tutti gli n piani. Avremo (134. 150) 

ei 1 = o 1 co*’tì + , 

o.’ = v, 3 cot 2 d' + «"* = o’cos’tìeos’fl' -f- t> '’cos’tì' -}- v " 1 , 


v ,., 1 = trWtìeos’tì'eoi’tì" . . . cos I 0 >-‘) v n cos 2 d'cot l Q" . . . cos’d*" - ') -f- 
+ v“ t eof‘d" . . . eo( 2 6 , —i -f. . . . -f V— »> , eoS 3 tì i ‘- J ' -f 

Se per esempio i piani sono quattro come nella figura 53.', la velocità 
che il grave si trova avere nel punto E allorché giunge all'orizzonte si de- 
terminerà per mezzo della forinola 

( t’cos’tìcos’tì'eos’tì" -f- v n cos 1 6'cot 7 d" -j- o'^eoi’tì" -f- o"' 1 )*. 

Ora Dotiamo che cadendo il grave dal punto A per la verticale AI , giunto 

( * 

all’ orizzonte in 1 avrà acquistata la velocità = (2j. AI)? = (2g . AF -f- 
+ 2j.BK + 2ff.CM--2ff.DM)^. Ma (147) 

2 </.AF = , 29 , BK — , 23 .CL = , 29 . DM = v"'*. 

La velocità dunqoe acquistala dal grave alla fine della discesa verticale per 
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AI verrà espressa da i . . . • . 

• **’■ • ' • I 

+ + -fu'"*):. . . ... 

Adunque tulla la perdita della velocità che avrà luogo nella discesa del grave 
per i quattro piani inclinati AB, BC, CD, DE sarà la differenza tra questa 
velocità , e quella che il medesimo grave si trova averp nel punto E dopo la 
succeunata discesa, sarà cioè 


, l « 

+ — {v'cos'tcos'ttcos'ef’ + v , 'cos , S'cot'e '+ . 

Ed in generale (atta la perdita della velocità che si farà da un grave che 
scende per n piani inclinati allorché sarà giunto all'orizzonte sarà 


( + t> ra + »"* + «"’* -f . . . + ) T — 

j v'eos'òcos 1 ^' cos^ò" . . . cos’tì'"" 1 -f- v'^cof&'coi^" . . . cos 2 0'"-‘ ) -f- ) • 

| -J* t>" 5 cos 3 tì'' . . . eos , tì"“’ > _|- . . . e^’^eos’tì 1 *'’ 1 -|- j 

152. La determinazione poi del tempo T che il grave impiega a descri- 
vere la somma delle lunghezze I, 1', l",. . . , l*"-’ 1 degli n piani inclinati , ri- 
tenendo le medesime denominazioni del numero precedente, e chiamando * , 

gli angoli che i suddetti piani fanno con 1’ orizzonte, si avrà 
(134. 145) dalla forinola 

^ u t>, — «eosS^c, — t>, costì' o„_, — costì'" -0 

^ gfsena^" glena 1 gsena" ' glena**-') 

153. Supponiamo ora che un mobile incominci a discendere per n piani 
inclinati con moto uniforme e con una costante velocità c. Le velocità con 
le quali dopo la discesa pel primo piano seguiterebbe a discendere per gli 
altri piani consecutivi saranno evidentemente 

ccostì , ceostì costì' , ccostìcostì'costì 1 ', . , . , c cosò cosò 1 cosò " . . . costì"'’ 5 . 

Quindi il mobile dopo il passaggio per tutti gli n piani perderà una parte 
della sua velocità espressa per 

c( 1 — cosò cosò 1 cosò " . . . eostì ( ""'). 

Il tempo poi T che esso impiegherà a percorrere lutti i piani sarà (127) 

l V l" ?-) 

T _ 1 _ 1 _________ I I - ^ 

c ‘ c cosò ' eeostìcostì' ’ ' c cosò cosò 1 cosò" . . . costì 1 ""' 

154. Resta ora a dire alcuna cosa intorno alla salila dei gravi per i piani 
inclinati. E primieramente si lanci in alto un grave con una costante velocità 
c prima per la verticale CA (fig. 52.“), e poi per la retta inclinala BA; se 
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si soppone che in lutto il tempo che dura il moto ritardato per la verticale si 
descriva lo spazio CA , in tutto il tempo che durerà il moto ritardato per la 
inclinala si descriverà Io sparlo BA : giungerà cioè il grave alla medesima 
altezza sull’orizzonte, sia che salga per la verticale, sia che salga perla 

inclinata. ' L 

Infatti la espressione dello spazio che si percorrerà per la verticale è 

è 1 - ..... ... 

(136: t. # ) — , e quella dello spazio che si descriverà per la inclinata sarà 


per conseguenza (145) 


Ora si ba 


, , — : == sen* : 1 = CA : BA , 

, 2g 2gsenz 

é 1 ' e* 

e per supposizione — = CA. Adunque si avrà = BA. 

155. Se eoo la medesima velocità c si lanci in alto un grave prima per 
la verticale CA e poi per la inclinata BA, questo alla medesima altezza sul- 
l’orizzonte avrà uguali velocità. • 

Sieno infatti u, v' le velocità che il grave si trova avere nei punti H , 
K ugualmente alti sopra l’ orizzonte BC; saranno (136), 

t)*=c’ — 2;/.CH, t>'‘ — c‘ — 2j.BK sen*. 

Ma Bluetti* = KK'= CH. Adunque 

... e* ■= n'*, c o= v\ 

156. Si faccia cadere dal punto C (fig. &/.*) pel piano inclinato CA un 
grave, il quale nel termine A si supponga avere la velocità e. Se con siffatta 
velocità l’istesso grave si faccia in seguito salire pel piano inclinato AB, il 
quale e sia in lunghezza uguale al piano AC , ed ugualmente che questo s’ in- 
clini all’orizzonte; si estinguerà quella velocità nel punto B, ed il tempo che 
il grave impiegherà a salire per AB sarà ugnale a quello che impiegò a di- 
scendere per CA. • \ 

Che debba , salendo il grave per AB , la velocità c estinguersi in B , si 
farà chiaro per poco che fra loro si conferiscano i numeri 147, 136: 2.°, 
e 154. Inoltre nel punto A avrà luogo la equazione c=s gtsenm, e quindi il 

tempo t impiegato dal grate a discendere per CA sarà ■ Ma questa é 

(136: l.°) la espressione del tempo che dura tutta la salita per AB. Adun- 
que ec. 
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capo ni. 

. DEL MOTO CURVILINEO. 

157. Nel moto curvilineo per la misara della velociti dalla quale è 
affetto il mobile a ciascun istante di tempo , si prende lo spazia che questo 
percorrerebbe per tutta la uniti di tempo se subito dopo quell’istante , ces- 
sando di agire la forza acceleratrice variabile , con la tendenza che attual- 
mente ha al moto si muovesse con moto uniforme per la tangente alla curva 
nel punto corrispondente all' istante medesimo. 

Ma che in un qualunque moto curvilineo la direzione della velociti 
debba coincidere con la direzione della tangente alla curva in quel punto 
dove il mobile attualmente rattrovasi , possiamo persuadercelo col seguente 
ragionamento. 

Il mobile nel punto dove attualmente si ratlrova se noo venisse distur- 
bato dalla forza acceleratrice, e se dippió il suo moto non seguitasse ad in- 
flettersi in continuazione della curva, soderebbe per l’impulso concepito se- 
condo quella direzione a che di presente è già iniziato e verso cui , per quanto 
é in se, si sforza realmente di andare. Ora siffatta direzione per nulla diffe- 
risce dalla direzione della tangente. Adunqae la direzione della velocità nel 
molo curvilineo non può non coincidere cod la direzione della tangente. 

158. Ogni moto curvilineo in una curva piana equivale ad un moto com- 
patto di due moti rettilinei ed ortogonali. 

Sia OL (fig. 55.“) la curva piana che rappresenta il cammino del mobile. 
Nel piano di questa curva si conducano due assi OX , OY ortogonali i quali 
passino pel punto 0 che supponiamo dinotare la origine del moto.Neli’asse OX 
6i prendano le ascisse *, ed iu OY le ordinate y. 11 mobile in ciascun punto 
M della curva è affetto da uoa certa velocità Mt diretta secondo la tangente 
al punto M. Risolvendo questa velocità in due Mh, Mk rispettivamente pa- 
rallele agli assi, il mobile nel punto M6Ì potrà concepire come sollecitato dalle 
due velocità Mh , Mk ortogonali. Ma ciò può asserirsi di tutte le velocità dalla 
quali è affetto il mobile nei singoli punti della curva OL. Laonde si argo- 
menterà nella seguente guisa : dal succedersi continuo di tutte queste velocità 
nasce il moto curvilineo del quale qui parliamo; ma ciascuna di siffatte ve- 
locità equivale a due parallele agli assi ortogonali OX, OY. Questo moto cur- 
vilineo dunque potrà concepirsi prodotto dalla continua successione di due 
velocità normali e parallele agli assi suddetti. Adunque ogni moto curvili- 
neo ec. 

159. Ciò premesso , se si chiamino X , Y le forze acceleratrici dei due 
moti componenti paralleli agli assi OX, OY, e se gli spazii percorsi dal mo- 
bile secondo questi stessi assi in un qualunque tempo t, rappresentati dalle 
coordinate del punto della curva dove dopo il medesimo tempo il mobile si 
rattrova , si dinotino con x , y ; si darà luogo evidentemente alle equazioni 
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che seguono (133: (3)) 


x di 1 ' de' | 


(i) 


Inoltre se s’indicano con v., v T le velocità componenti della velocità v, 
dalla quale il mobile, passalo il tempo (, é affetto nel punto (*, y)\ sa- 
ranno (131 : (2)) 


jjWni+c, | 


( 2 ) 


nelle quali forinole C , C' sono le costanti delle integrazioni , e le forze A , Y 
si suppongono date in funzione nel tempo. 

Finalmente se si chiami s l’arco di curva descritto dal mobile nel tem- 
po I, e se con (ex), (vy) si rappresentino gli angoli che la direzione della 
velocità » contiene con gli assi coordinati; si otterranno 


/dx 3 . dy 3 >/dx 3 + dy 3 di 

vz== Vdé + dé~ — Ti Ir 


coi (ex) — 


dx 

IT 


dx 


dx 


V de ~ de 


co s (vy) i 


di 


Vdx 1 + dy 3 dt 


dy 


( 3 ) 


JK+S 

V de ^ de 


ì/dx 3 + dy 1 * ’ 


160. Moltiplicando le due equazioni (1) rispettivamente per 2<ix , 2 dy , 
avremo 


2Xdx = 


2 dxd 3 x 

de 


2 Ydy, 


2dyiPy 

de 


e queste sommate insieme daranno 
2(Xdx+ Ydy) = 


2d*d 5 *-t-2dyd , y 

dè 


Ma si ba evidentemente 

2dxd 1 x -f 2 dy<Py = d(dx t + dy 3 ). 

Sostituendo adunque e supponendo essere Xdx -J - ì dy un differenziale esalto 
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di una certa funzione delle variabili x , otterremo mediante la integra- 
zione 

2 S(Xd* + Ydy) + V>= — +*/- =£ = t’ , 

dove il quadrato costante F 3 rappresenta la costante della integrazione. Per 
la qual cosa si determinerà il tempo t mediante la forinola 

. , dx 1 + dy 1 

‘ ~ìj(Xdx+ Ydy) -f- V % ' ’ ‘ 

161. Ritenendo la ipotesi del numero 159 che le X , Y sieno funzioni 
di / , dalle equazioni (2) si ricavano 

dx ss dtJXdt -f- Cdt , dy — dt<f Ydt -f- C'dt , 

e quindi 

x = S dlS Xdt -j- Ct + c , y — ìT i ItJ'Ydt -f- C't -}- c' , } (5) 


indicando con c, c' le costanti di queste integrazioni. Per mezzo poi di que- 
ste equazioni si determinerà nella curva il punto dove il mobile si trova dopo 
un dato tempo t. Inoltre eliminando dalle medesime equazioni il tempo t , si 
otterrà una equazione fra le coordinale x, y, la quale perciò apparterrà alla 
curva dal mobile descritta. 

Una tal curva appellasi dai Meccanici traiettoria. Pertanto dal detto fi- 
nora chiaramente si scorge che , supponendo piana la traiettoria , le for- 
inole (i) trattate analiticamente somministrano tutte le proprietà del moto 
curvilineo. 

162. A fine poi di applicare tutte le formolo esposte qui sopra a qual- 
che esempio, proponiamo intorno alle forze acceleratrici .Y , Ir' le ipotesi 
seguenti. 

1 ,° Sieno .1 = 0, Y — 0 ; si muova cioè il corpo , ma non con impulsi 
provenienti da forze acceleratrici: si supponga dippiù che il moto cominci 
col tempo t; avremo 




e quindi saranno 



v. 



di 


le velocità cioè componenti dalle quali il mobile si può concepire affetto nei 
singoli punti della traiettoria sono le stesse a qualunque istante del moto. 
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Per conseguenza le forinole (3) ci daranno 


t> = V 6' 1 4- C' 1 , cot(vx) = — — , 

y/c'+c 1 


cot(i>y) = 


V 

VF + C* ’ 


e da questi valori apprendiamo che nella fatta supposizione la velocità è 
costante tanto in intensità che in direzione. 

Inoltre le equazioni (5) si muteranno in 


x = Ct , y = C't , 


dovendo qui essere nulle le costanti c , c' le quali esprimono gli spazii ini- 
ziali secondo gli assi OX , OY; queste poi ci faranno conoscere il luogo dove 
si trova il mobile dopo un dato tempo. 

Finalmente da queste formole eliminando I , si otterrà 


C' 



E da tulle queste cose chiaramente si scorge che nella ipotesi iq cui ci 
troviamo la traiettoria è UDa linea retta la quale passa per la origine del 
moto, che questa retta è inclinata all'asse delle ascisse di un angolo che ha 
C 

— per tangente trigonometrica, e che il corpo si muove per essa con moto 


uniforme. 

2.° Si abbiano A==0, Y — — g ; sia cioè nulla la forza acceleralrice 
parallela all'asse OX che in questo esempio supporremo orizzontale, ma il 
corpo parallelamente all’asse OY Verticale venga sollecitalo dalla forza di 
gravità. Si supponga iuollro che nella origine delle coordinale un tal corpo 
passi dalla quiete al molo, e che conseguentemente gli spazii x, y sieoo nulli 
col tempo t. Avremo primieramente 


<Tx 

dF~ ’ dF 


ili 


e quindi integrando una e due volte queste equazioni, risulteranno 


dx 

”-=* = c ’ •' 


di 


C'-gti 


x — C l , 



Ora qui evidentemente le costanti 6’, C' dinotano le velocità componenti 

parallele agli assi OX, OY di una certa velocità iniziale v a =V<i l + t“, la 
il lece. 
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quale conlieno. con i medesimi assi gli angoli a, oc' i cui coseni sono dolermi 
nati mediante le forinole 


Vc+c 


cosx — sena ; 


C' 


Ve’ 3 + c 1 


Adunque saranno 


C= v 0 cos*, C' = r 0 5f»oc, 


por cui le superiori equazioni potranno scriversi come segue 


dx 


<*y 


r, = — = v 0 cosa , », = — = t !„*««« — 
® = r 0 c osa.t , y=tJ 0 sf noc.t — , 


e dalle due ultime resterà nella traiettoria determinato il luogo del mobile 
corrispondente ad un dato tempo. 

Dippiù per la determinazione della velocità del mobile a qualunque 
istante di tempo avremo 

t> = [t' 0 a — 2g(r 0 sen*.< — ^r)3* > 


OS (vx) : 


r 0 cos* 


t»» 1 — 2g(f 0 sen oc . I — ]* 


cos(i)t/) == 


« 0 sen * — gl 


nt* - 

[ i> 0 3 — 2 g (v»sen *•< — — )]' 


Da ultimo nella equazione 


y — ti 0 sen*.t — — 


sostituendo il valore di l ebe si ricava dall' altra 

x = «icos oc. ( , 


otterremo 

y 


2 1 X ^ 

= xtang* — ~r . — — =xtang» — + ,an f *) » 
2t' 0 cos « iv 0 
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la quale equazione col porre H 


i' 0 1 9 

— , ossia— , si muterà in 
‘2g 411 2 iv 


y = xtangx — —(ì +tang*x). 


Questa poi manifestamente appartiene ad una parabola. Adunque la traiet- 
toria nel caso proposto sarà una parabola. 

3.° Nel punto O (/!</. 56 .*) come origine si sechino ad angoli retti i duo 
assi ortogonali XOX', YOY'; da questo punto poi nell’ asse XOX' si pron - 
dano dall’ una parte e dall’altra le rette uguali OA= O.V = a , e nell’asso 
YOY' le rette uguali OB— OB' = 6, e sia a > 6; finalmente dal punto B' 
si conduca la retta B’C parallela all’asse XOX' e nel senso OX'. 

Ora si supponga che dal punto B' sia lanciato un corpo, dalla gravità 
del quale si fa qui astrazione, secondo la retta B’C con la costante velocità 
a , mentre clic nell’ istante medesimo A sollecitato parallelamente agli assi 
XOX', YOY' dalle forze acceleralrici X=asent, Y = bcost, esprimendo' 
con ( il tempo contato dal principio del moto. Avremo 


(Px d‘y 

-— — a se it ( , — — bcos I. 

dP dP 

Eseguendo una prima integrazione, si ricaveranno 

dx dy 

e,=— = — acmi , v r =——bstnl, 


alle quali equazioni non aggiungiamo le costanti per la ragione che la velo- 
cità iniziale parallela all’asse XOX' è = — a, e parallelamente all’asse YOY' 
non vi ha velocità alcuna iniziale. Eseguendo poi la seconda integrazione, 
risulteranno le equazioni 

x — — a $en t , y — — bcost , 

alle quali neppure si aggiungono le costatili , poiché al principio del moto 
x=0, ed y = — b. 


Per la determinazione della intensità e della direzione della velocità u 
dalla quale è alletto il mobile dopo un dato tempo , avranno luogo le foratole 


« 

cos(wr)= - 


= VcPcos^l -f- b 7 seiPt = 
a cast 

V a 1 — (« J — t)*)sctPl 


Va 1 — (a 1 
cos{ty) — 


— b')seiPt , 

bsent 

V a 2 — (aP — b‘)$ttPl 
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Volendo poi conoscere la nalura della Iraielloria descritta dal mobile, 
eliminiamo / dalle due equazioni 


x 1 — a? sen* t , y* = b\ 1 — se»’/), 

ciò che si otterrà sostituendo in questa seconda a icu 7 i il valore— che iinnie- 

n‘ 

diatamente si ricava dalla'prima. Adunque la equazione della traiettoria sarà 



la quale appartiene evidentemente alla ellisse ABA'B' clic ha il centro in O 
e per assi le rette AA',BB'. 

163. Se la traiettoria è una curva a doppia curvatura , agevolmente si 
dimostrerà che il moto del corpo si può considerare come composto di tre 
moli rettilinei od ortogonali. Imperciocché riferendo questa curva a tre assi 
ortogonali OX, OY , OZ , la velocità del mobile in un suo punto qualunque, 
la quale velocità sarà sempre diretta secondo la tangente alla curva in un tal 
punto , si potrà concepire come risoluta in (re parallele agli assi suddetti ; e 
perciò in questo stesso punto il mobile , in ordine all’ effetto, potrà conside- 
rarsi sollecitato al moto da tre forze ortogonali e parallele agli assi coor- 
dinali. 

Chiamando dunque X , Y , Z queste forze accelcratrici , e con x, y, z 
rappresentando gli spazii percorsi in un qualunque tempo / relativamente 
agli assi OX, OY, OZ, i quali spazii sono evidentemente le coordinate del 
punto in cui immediatameule dopo il tempo ( si trova il mobile, avremo 


d'x 

y=£l. 

Z= — 

dF ì 

di 1 ’ 

di' 


(*') 


Queste equazioni poi, nella supposizione che le X, Y, Z sieno date 
in funzione del tempo , moltiplicate per di ed integrale daranno 

v ,=~=SXdt + C, Vf — ^ — tfYdl -f C', v. = £-=SZdt+C", J(2') 

esprimendo con o, , e,, v, le componenti della velocità v dalla quale è affetto 
il mobile dopo il tempo l , e con C , C le costanti delle integrazioni. 

Quindi la intensità e la direzione di questa velocità si otterrà mediante 
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4 /dx 1 . dy 1 dz 1 di 

l ' v d? + di 1 + disdi’ 

cos(vx)=z 


dx 

di 


x /d£ , , <j£ 

V di 1 ^ di 1 + di’ 


dx 

di ’ 


cos(vy) : 


dy 

di 


dy 


cos(yz) = 


./d£,djf d_£_ 

V d t ’ ' r di’ ^ di’ 

dz 

di 


V di’ 


, <f*’ 


r/s 


e/s 


+ .775T + 


di’ ■ di 


di’ 


(3') 


Moltiplicando la prima delle equazioni (!') per2dx, la seconda per 
’2dy , e la terza per 2dz , e sommando i prodotti , otterremo 


2(A'dx -j- Vdy + Zdz) = 


2dxd’x 4- 2dyd’y-f- 2dsd’z 

dì 3 


= d. 


d£ 

dP 


Supponendo adunque che Xdx •+• Ydy + Zdz sia un differenziale esatto, in- 
tegrando risulterà • 

2 J(Xdx + Ydy + Zdz ) + r=^ = e’, 

dove il quadrato costante V ’ è la costante della integrazione. In (al caso poi 
si potrà determinare il tempo l per mezzo della forinola 

d .i ^ dg’ + dy’ + dz’ 

2 J(Xdx + Ydy -f Zdz ) -{- K’ 2<f(Xdx+ Ydy+Zdz)+ 

Finalmente prendendo gl’integrali delle equazioni (2'), si ricaveranno 
le altre seguenti 

x — SduSXdt Ct *J-c, j 
y = JdtJYdt -f Ct+cf, J (5') 
z = JdtJ'Zdt + C"t -+• c", ) 
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esprimendo con le costanti e, c', e" gli spazii iniziali paralleli agli assi coor- 
dinati. Siffatte equazioni , allorché le X, Y , Z sono date in funzione di t , 
determinano nella traiettoria il punto dove il mobile si trova a ciascun istante 
di tempo, ed insieme servono a farci conoscere la natura di questa traietto- 
ria. Infatti supponendo eseguite le indicale integrazioni sieno 

* = f ( 0 > y = * CO , *=+C0; 

risolvendo una qualunque di queste forinole, la terza per esempio, per rap- 
porto a t, si supponga <=F(z), con clic le due prime potranno scriversi 
come segue 

x — f(F(t)) , t/ = *(F(s)), 

.ed esprimeranno cosi le proiezioni della traiettoria nei piani coordinati delle 
xz e delle yi. 

164. Prima di dar termine e questo terzo capitolo non sarà inutile il di- 
mostrare la seguente proposizione. La espressione 

X dx + Ydy + Zdz 

è un differenziale esalto allorché le forze che sollecitano il mobile sono di- 
rette verso centri fissi , e le loro intensità non dipendono che dalla distanza 
dei mobile da questi diversi centri. 

Infatti sieno a , b , c le coordinale costatili di uno qualunque di questi 
centri, x , y , z le coordinate variabili del mobile, r la loro distanza, ed R 
una funzione di r che esprima la forza che agisce sul mobile secondo la retta 
che lo congiunge al centro che si considera. Le componenti di questa forza 
saranno 



se essa è di attrazione : basterebbe il cangiarle di segno se la forza fosse di 
ripulsione , e questo si potrebbe effettuare col cangiare solamente il segno 
di R. 1 termini adunque che risulteranno per cagione di questa forza nella 
espressione Xdx -f- Ydy + Zdz saranno nel primo caso 

(a -- x)dx + (6 — y)dy + (c — *)di 
r 

Ma si ba 

(« — x) 1 + (6 — yY + (c — z) 2 = Y 1 , 

donde 

(a — x)dx + (6 — y)dy 4* ( c — *)^ z = — rrfr , 
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ciò che riduce la prccedenle espressione a — fidr. Questa poi dovrebbe es- 
sere cangiala in -f- Itdr pel caso di una forra ripulsiva. 

Facendo un simile calcolo per le forze fi', fi",... relative agli altri 
centri fìssi, si troverà 

Xdx 4 - Ydy 4- Zdz — + fitfr R'dr' R"dr" rp . , . 

che è un difterenziale esalto per rispetto alle variabili x, « , s. poiché fi è 
funzione di r, fi' di r' , fi" di r" , ec. 


CAPO IV. 

DEL MOTO PARABOLICO DEI GRAVI LASCIATI OBBLIQUAMENTB ALL’ORIZZOSTE 
SENZA AVER RIGUARDO ALLA RESISTENZA DEL MEZZO. 

165. Per non defraudare quegli studiosi , i quali non per anco si fossero 
inoltrali nel calcolo sublime, di una teoria tanto importante qual’ è quella 
del moto dei gravi lanciati obbliquamenle all’ orizzonte , mi studierò nel pre- 
sente capo di addurre delle dimostrazioni dirette ed insieme mollo facili. 

Si abbia un corpo grave, che noi qui consideriamo a guisa di un punto 
materiale, e questo corpo dal punto 0 (fig. 5y. a ) si lanci secondo la retta 
OY ohbliqua all’orizzonte OC con tanta velocità, quanta il medesimo ne ac- 
quisterebbe se con molo uniformemente accelerato discendesse dall’altezza H, 
mentre vien sollecitalo dalla gravità secondo le rette parallele alla verti- 
cale OX. Questo corpo per la forza di proiezione descriverà con la velocità 
= ì/‘2gll t e nei tempi t , 2( , 3( ,... gli spazii (127) 

OA = lV2jH, OA' = 2tV / 2^tf, OA" = 3< . . . ; 

per la forza poi di gravità, e nei medesimi tempi gli spazii (137) 

OB = “ , OB' = 4^, OB" = 9^,... 

2» 2* 2 

Quindi, compiuti i parallelogrammi OACB , OA'C'B', OA"C"B", . . . , il 
medesimo corpo per la composizione di queste due forze e nei tempi t , 2/, 
3t, . . . descriverà gli spazii curvilinei OC , OC', OC", . . . , e la curva piana 
OCC'C".. .dinoterà il cammino del grave lanciato obbliquamenle secondo OY 
all’ orizzonte 00' con la costante velocità \/2glI. 

Per conoscere poi la natura di una tal curva , la medesima si riferisca 
ai due assi OX , OY , nel primo dei quali dalla origine O si prendano le 
ascisse, e nel secondo le ordinate. Per la qual cosa lutti i punti C, C', C",... 
nei quali il mobile si trova dopo i succennati tempi l, 2t, 3(,. . . saranno 
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determinati dalle coordinate OB, BC; OB',B'C'; OB", B"C";... delle 
quali le ordinate BC , B'C' , B"C", . . . crescono nella semplice ragione dei 
numeri naturali i , 2 , 3,. .. e le ascisse OB , OB' , OB", . . . nella ragione 
dei quadrati di questi. Tale è dunque la natura della curva OCC'C". . . che 
crescendo le ordinate nella ragione dei numeri naturali, crescano le ascisse 
corrispondenti nella ragione dei quadrali di questi stessi numeri. Ma ciò è 
proprio solamente della parabola riferita ad un diametro come asse delle 
ascisse , e alla tangente condotta per la origine di questo diametro come 
asse delle ordinate. La curva dunque per la quale cammina il grave lan- 
ciato secondo una retta obbliqua all'orizzonte é una parabola, i cui sin- 
goli punti si riferiscono al diametro come asse delle ascisse, ed alla retta di 
proiezione tangente alla parabola nel punto di partenza come asse delle or- 
dinate. 

Per le cose dette sarà ora agevole la determinazione del parametro p 
della medesima parabola. 11 parametro infatti ò in questa curva la terza 
proporzionale dopo una qualunque ascissa OB e la corrispondente ordinata 
BC. Sarà dunque 

OB (=y) :BC ( = ‘V / W = BC(=<V2 gU) -P, 

donde si deduce p=4 //. Da ciò si vede che la equazione della parabola 
della quale qui parliamo é y^—ìllx, rappresentando con x, y le coor- 
dinale di un suo punto qualunque. 

1G6. Si dia l'angolo O'OY =* che la retta di proiezione OY contiene 
con la orizzontale 00' , e la parabola OKO' si riferisca ad 00' come asse 
delle ascisse e ad OD normale ad 00' come asse delle ordinate , in guisa 
che ciascun punto C che prima aveva per coordinate OB = x, BC=y, 
abbia ora per coordinate OG = x', GC = y'. 

Nel triangolo OCA rettangolo in G si Ila OG=x'=OAeosGOA— ycosa, 
x' v 1 a:' 1 

donde y = , ed x = — “ • Inoltre AG = AC + CG = OB-i- 

eos* 4// AH cosa. 

4 . CG = x +• y' — OAsenGOA = ysena , quindi y' = ysena — x, nella 
quale sostituendo i valori delle coordinate x , y, risulterà 


y' 


x'iangx 


AHcos ’ 


la quale è nn’ altra equazione della parabola OKO'. 

167. La retta orizzontale 00', e la massima ordinala KK' corrispon- 
dente al vertice K della parabola , delle quali rette la prima dicesi ampiezza 
del tiro, l’altra poi appellasi altezza del tiro, agevolmente possono determi- 
narsi mediante la equazione esposta qui «opra. Imperocché la retta 00' è 
quell’ ascissa x 1 alla quale corrisponde la ordinata y' — 0 in modo che si 
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abbia 


0 — x'tangx — 


4//cosV 


Affinchè poi si soddisfi a questa equazione si dovrà porre tanyx— . 


Sarà dunque «' = 00' = Wscnxcos* = 21Iscn2x. Per ciò poi che^ap- 

partiene alla retta KK', essendo OK' = ^00'=2 Usenet*, e ad *'=0K' 

corrispondendo la ordinata ij 1 = KK' , se si sostituisco 211 seti % cos x in luono 
di * nella equazione superiore , si ricaverà b 

.1 , All- sei?* cut 1 a. 

y = ÀUunxeot * langt - -jj~r — = Ihcifx = KK'. 

Ma ad ottenere i valori dell' ampiezza e dell'altezza del tiro possiamo 
eziandio servirci del metodo dei massimi e dei minimi. Tutta infatti l a ore 
sente quislione riducesi a trovare quella particolare ascissa a:' alla quale cor 
risponde la massima ordinata y‘. Si diilereuzii adunque la equazione 

x 11 

y‘ = x'taiKj x — 

Alleala 


della parabola; avremo 


dy' . 

—, — tanti x — . 

dx' J 2IIcos 1 x 


Ora perchè y sia un massimo dovrà soddisfarsi alla equazione — o. Per 
la qual cosa 

taiuj x=z — 


'ÀlIctlX J x 

darà la cercata ascissa x' , e sarà 

x' = 2 IJ$en xeosx — Uscn2x = OK'. 

Ora se questo valore si raddoppia otterremo l’ampiezza 00'= 211sen2x ■ o 
se si sostituisce in luogo di x' nella equazione superiore della parabola , 
avremo l’altezza del tiro KK' = lhciSx. 1 ’ 

168. Quindi si deduce l.° che la massima ampiezza del tiro si ha 

quando,^ 50 . Infatti allora la quantità 2 Ih<n2x è massima quando 

r', Ma , M,,2 * = 7 1 ^ando 2» = 90“ , ossia * = 45». Adunque cc. 

i/ecc 3 B,e ® e ® un * am P* ma s ‘ ha con due tiri diversi fatti sotto i 
tCC * 
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due angoli a c 90° — a. Imperocché le due quantità 
211 icn 2a , 211scn 2( 90» — a) 
sono evidentemente uguali. 

169. Conosciuta la posizione del mobile nella parabola, date cioè lo 
coordinate del punto nel quale osso si trova, voglia determinarsi il tempo t 
che è scorso dal principio del moto. Supponiamo essere C il punto dato per 
mezzo dell’ascissa OG = x ' , o della ordinala CG —y'\ è manifesto che il 
mobile sarà io C io quello stesso tempo t nel quale col molo uniforme si tro- 
verebbe m A, e col moto di gravità in B. Ora avendosi OA = t\S'2<jll , 

OB = — , sarà GA = GC + CA = GC -f- OB = y' -f. ma dal trian- 
golo rettangolo OCA si ha GA = OGfanjGOA = a' tanna. Adunque 

gl* qi 1 «a 

y' + -T- — x'tanga , donde (166) —= x'tanga — y' — e 

“ - - 4 licosa ’ 

x 

t — ■■ ■ esprimerà il tempo cercato. 

cosaV'iglI 

Quindi l.° il particolare tempo T nel quale questo moto curvilineo si 
coppie , fino cioè al ritorno del mobile all’orizzonte in O' , si otterrà per 
mezzo della formolo 


T 


2 scn a 



Infatti ad ottenere la espressione di un tal tempo dovrà nella formolo gene- 


rale t — 


in luogo dell'ascissa x' sostituirsi 00' = 4 llscnxcosx. 

cosa. Vigli 

4 llsent 


. 4 //sena /'111 

Ciò fatto, si otterrà / = — = 2sen»\/ — 

\]'l gli V " 


2e 0 


2. » Pongasi \/‘2gU = v 0 ; sarà T— — -sena. Quindi il tempo nel quale, 

si compie il moto parabolico sarà tanto più lungo quanto maggiore è la ve- 
locità di proiezione e quanto più l’angolo di proiezione si accosta al retto. 

3. ° Due uguali archi di parabola , per esempio Oi , O’i' , pel primo dei 

quali il mobile ascenda e per il secondo discenda , vengono descritti in tempi 
uguali. Imperocché il tempo nel quale il mobile salendo percorre Oi è evi- 
dentemente ^ , ed il tempo nel quale discendendo percorre O'i' è 

cosa Vigli 

uguale a tutto il tempo nel quale si compie il moto parabolico meno quello 

00 ' 

che s’ impiega a descrivere l’arco OKi', è uguale cioè ad — 

cosaV2g!l 
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OQ' 


O'Q' 


.Ma OQsnO’Q'. Adunque ec. Quindi s'inferisce 

cosa. cosx\2gIl 

che il tempo della salita è uguale al tempo della discesa , e che questo tempo 

. Fiu 

= sellai/ =— sena. 

V 9 a 

170. Si cerchi ora la velocità v dalla quale il mobile é affetto in un punto 
qualunque della parabola. Questa velocità è evidentemente la risultante delle 
due velocità poste ad angolo uguale ad XOY=90° -f a , delle quali la prima 
e 0 = V 2 gli è costante e sollecita il mobile parallelamente alla retta OY , 
l’altra poi è ed agisce parallelamente alla verticale OX. Quindi sarà 

(11. 169) e 1 = 2ff//+gV + 2^2^11 gtcos(90” + a) = 2 gli + 


gx‘ 


2/W* 


— 2gx’tang a = 2</( Il -f- 


4 Ileo* 1 » 


■ x’tangx) = 2g(II — y 1 ), e 


v = ^2g( Il -■;/). 


Quindi deducesi l.° che la velocità del mobile ascendente tanto più di- 
minuisce quanto più allo s' innalza sull’orizzonte. Al contrario la velocità 
del mobile allorché discende tanto più cresce quanto più si accosta all’oriz- 
zonte. Per la qual cosa, nella salita il moto è ritardato, nella discesa è ac- 
celerato. 

2.° Il mobile sia che ascenda sia clic discenda , pervenuto alla medesima 
altezza sull’orizzonte avrà uguale velocità. Quindi esso percuoterà l’ oriz- 
zonte in O' con quella medesima velocità con la quale fu lancialo in O. 

171. La equazione 


j/' = x' lunga 


4 llcos'x 


si riduce ad x n — AHx'senxcosx = — 4 lly'cos 1 * ; ed aggiungendo all’ uno 
ed all’altro membro 4 //’ sen’a cos*a , perché nel primo si compia il quadra- 
lo , risulterà 

(2 //se n a cosa — x') 1 =. 4 IIcus 2 x (//scn J a — y‘ ). 


Questa equazione evidentemente ci rappresenta la parabola OKC riferita a 
due assi ortogonali verticale cd orizzontale, nel primo dei quali si prendono 
le ascisse //sen’a — y ' , e nell’altro le ordinate 2Ihenxcosx — x 1 , essendo 
la origine di essi il vertice K della parabola. E poiché 4//cos’a è qui il para- 
metro , sarà facile trovare il fuoco c la direttrice della parabola ORO'. In- 
fatti , descrivendo col centro K e col raggio llcos 1 » un cerchio il quale sechi 
in F l’asse KK', ed in Q" il prolungamento di questo asse, o tirando per 
Q" la orizzontale LL', sarà F il fuoco cd LL' esprimerà la direttrice. E sic- 


Digitized by Google 



148 


come LO = Q"K' — Q"K -+■ KR' = lìcos 1 ». -f- Ilseri 1 * = II , perciò si de- 
duce che la direttrice dista dalla origine O del molo per tutta quell’ altezza II 
dalla quale si duvrebbe far cadere il mobile perchè acquistasse la velocità 
di proiezione. 

172. Proponiamoci ora di risolvere i due seguenti problemi. 

l.° Dato un punto (x', y' ) nella parabola e l' angolo * , trovare la ve- 
locità di proiezione. 

La equazione 


y 1 = x' tango- — 


1//ros J * 


= x' tango- — — ( 1 + tornea) , 


nella quale si danno le coordinate x 1 , y' e la tangente di *, si risolva por 
rispetto ad II ; risulterà 

n=— 1 + lnn tf* 

4 x' tango — y' 

Ora trovata l’altezza II , si calcolerà la velocità di proiezione che c V'2g II. 

2.° Data la velocità di proiezione , si cerca quale debba essere l'angolo a 
perché il mobile con questa velocità vada a colpire un dato punto. 

Sicno x', y' le. coordinate di questo punto; risolvendo la equazione 

x 17 

y’ = x'tang a — — ( 1 -f tamfo. ) 

per rapporto alla tango. , otterremo il seguente risultamento 

211 ± Vàll 1 — (4//t/' + x' À ) 
tango = — , 


che ri darà il cercato angolo. Si noti pertanto ciò che segue : se 4//y' -f 
-f- x. n < 4 IP , si potrà sempre con due tiri differenti colpire il doto punto ; 
e se 4//i/ -{- x n — 4/i 2 , ciò si potrà ottenere con un tiro solamente ; ina 
se 4 Ih/ -f- x 11 >• 4// 1 , il problema sarà impossibile. 


CAPO V. 

DEI. MOTO DEI GRAVI LANCIATI N ELI.’ ARIA ORni.lQC AMBISTE AI.I.‘ ORIZZONTE. 

173. La teoria del moto dei gravi lanciati obbliqnamente all’orizzonte 
sarebbe semplicissima, com’ècliiaro da latto il capo precedente se si po- 
tesse dispreizare la resistenza che I’ aria oppone al loro moto ; ma pel caso 
delle grandi velocità questa resistenza è molto considerabile, c riesce impos- 
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sibile il poterne fare astrazione , poiché essa cambia interamente la forma 
della traiettoria o le leggi del moto sopra di questa curva. 

Esprima pertanto gR la resistenza dell’aria. Esercitandosi questa forza 
secondo la tangente della curva descritta dal mobile, se riferisco una tal curva 
all’asse orizzontale OX condotto dal punto 0 di partenza, chiamando x lo 
ascisse orizzontali ed y le ordinate verticali , e decompongo la resistenza 
gR in due forze , I’ una parallela alle x 1’ altra alle y , sarà la prima 
dx dy 

gR — c la seconda Adunque il grave avrà nel senso delle * la forza 


c/s 


— gR ~-, e nel senso dello y la forza — g — gR Quindi le equazioni 
ds «s 

di questo molo saranno (159) 

J , 3 - = - sR *’ dF”- 9 - 5 "*' 

Supponendo poi la resistenza proporzionale al quadrato della velocità, avre- 
mo (139) gR — gcV = gc 1 — , e le eqoazioni del moto saranno 


d 3 x .di dx d*y , ds dy ) 

dF~~~ 9C dt'dt ì di 1 ~ 9 9 ° di' di' ) 


(0 


La prima può mettersi sotto la seguente forma 

dx dx 

*■ 7r : «=- 3 ““- 

c perciò il suo integrale sarà 

v + r ( c ) = — t/® 1 * > ossia l ' — ~ » 

c passando dai logaritmi ai numeri 

C — = e - ® 6 **, donde 
dt ’ dt C 

Ora al principio del moto allorché s = 0 , ritenendo le denominazioni del 
dx i 

capo precedente, si ha — — v 0 cot a. Adunquo-=« 0 cosa, e l’integrale della 


prima delle equazioni (1) sarà deGnitivamente 


dx . 

— = v.cos a.e-t? 1 
di 


( 2 ). 
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Per integrare la seconda equazione poniamo 


dx 


dy 

Jì =p dì' 


rappresentando con p una nuova incognita, avremo 


d'y dp dx 

-=dTir +p 


di 


d'x 

di' 


e quindi sostituendo siffatti valori nella seconda dello (1), risulterà 
dp dx iPx di dx 

3;-5r + ' , 3è- = - J -» c ' , S-37' 

la quale avendo riguardo alla prima , riducesi a 

dp dx 

7t "dì ^~ 3 ' 

Si divida ora questa equazione per la (2) innalzala al quadralo , ricaveremo 
dp dx g 


di ‘ di 


eW'*. 


Considerando poi y e p come funzioni di x, si avranno 

dy _ dx dy dp dx dp 

1 dt di dx' di ’ di dx' 

seguitando dunque a supporre come nel numero 165 e 0 J = 2 gli, la equa- 
zione precedente diventerà 


dp 

dx 


2 U coi 1 a. 


— eV*’ . . . (3), 


e questa esprimerà la equazione differenziale della traiettoria. Intanto aven- 
dosi identicamente 


dx V 1 p* = ds , 

se si moltiplichino membro a membro queste due ultime equazioni , otterremo 

di 


dp V 1 + p 7 = ■ 


211 coi 1 a. 


— « 
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donde , inlegrando e dinotando con y la costante arbitraria 

|Vt+? + l r(, + V'TTP)=r-^£l ri 

^ 4 Hgc con * 

ovvero, moltiplicando questa equazione per 2, e seguitando a supporre uguale 
a y la costante 2y, ° 


pVt-i-p' + l'(p+ Vi + p*) = y 


flgc'i 


2II(jC 1 COt , 9. 


• («)• 


Per determinare y si avverta che al principio del moto quando s = 0 si ha 
p = lanyct-, quindi 


y = 


2Hge 1 cos‘x tan 3 a ^ ì + lanf /* +■ V (lunga -J- VÌ + tang’a) : 

ma per pid di semplicità si seguiterà a rappresentare con y un tal valore. 
Ualle formolo precedenti ricaviamo 

dx = —2 /fcos’t.e-W'dp, dy=pdx, gdi 1 = — dxdp ; 

per cui eliminando 1’ esponenziale mediante la Corniola (4), otterremo 

dp 


gfdx s=s 
gc*dy = 
gcdl — 


pVi+p' + l'ip + ^l -i-p')-y’ 

V d P 

pv 1 + p‘ -I- l'(p -J- V I + p’) y 
— dp 

O— pVì +p*—i'(p+VT+y ) y 


.(5) 


Dalle due prime formoie, se esse potessero integrarsi , avremmo * ed «< date 
per V> ed eliminando p otterremmo la equazione della traiettoria. Ma tuttee tre 
le formoie (5) non possono integrarsi in termini finiti: nella ultima poi si c rite- 
nuto, nello estrarre che si è fatto dall’uno e dall’altro membro la radice qua- 
drala, il segno — innanzi al dp invece del segno -f, per | a ragione che l’an- 
golo la cui tangente é p diminuisce allorché il tempo cresce. 

174. Se si chiami co un tal angolo , si avranno 


p — fanga, dp= — - 
CuS*C 0 

ed i valori di x, y , l dedotti dalle equazioni (5) risulteranno della forma 
JUdaj , prendendo l’integrale in maniera che svanisca alla origine 0 quando 
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<b=b, e dinotando con £1 una data funzione di tv. Calcolando questi tre 
valori per ciascun punto C della traiettoria col metodo di approssimazione 
conosciuto nel calcolo integrale si giungerà a costruire la medesima traiet- 
toria per punti , o si conoscerà il tempo che il mobile impiega a descri- 
vere ciascun arco OC, la coi lunghezza s sarà data dalla equazione (4). 

Per ciò poi che si appartiene alla velocità v del mobile in ciascun punto 
C della traiettoria , si avrà 


dx 1 dy* dx 1 _ di 1 

V =ìf + ^ = ( i+r) Jf = 9 {i+P) di< i, 


e per conseguenza (173: (5)) 


1 +P 3 


v-pvi +f-i'(p + VTTF) 


• . (C). 


Estendendo questi integrali fino ad a>=0 si determinerà l’ascissa e la 
ordinata del punto K il piò alto della traiettoria. Dando in seguito ad ® dei 
valori negativi si determineranno i punti del ramo discendente della stessa 
curva , e quando si giungerà ad un valore — «' di ai pel quale la ordinala y 
risulta 5 uguale a zero , il corrispondente valore di x esprimerà l’ ampiezza 
00' del tiro, la quale ampiezza non sarà più doppia dell’ascissa del punto 
K come nel caso del vuoto , ed il suo massimo valore per rispetto ad * non 
corrisponderà più all’angolo =45° ma ad un angolo minore e dipendente 
dalla grandezza della velocità iniziale. L’angolo a' e la velocità dalla quale 
nel punto 0' è affetto il mobile differiranno eziandio da a e da t) 0 . 

* In tal guisa tutte le circostanze del moto saranno conosciute e la so- 
luzione .del problema riuscirà completa , salvo la lunghezza dei calcoli nu- 
merici da eseguirsi in ciascun caso, allorché i valori delle tre costanti II, 
a c contenute nelle formolo precedenti saranno dati. 

5 175. Il movimento del grave pel ramo discendente della traiettoria si 

accosta indefinitamente ad essere verticale ed uniforme. 

Sieno infatti x , , ». , t, i valori di x, y , t corrispondenti al vertice K; 
trasportiamo la origine delle coordinate in questo punto , e facciamo 

x = x, + x', y — y> — y' i « = <.+»'> 


rappresenteranno in tal guisa *\ y' le coordinale di un punto qualunque C 
(fui 58 °) del ramo discendente riferite all’asse orizzontale KX' ed all asse 
KY' che è diretto nel senso della gravità, e l' il tempo impiegato dal mobile 
a percorrere l’arco KC. Sia ancora la tangente dell’ angolo CTX' che fa la 
tangente alla curva in C con l’asse KX'. Avremo 
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e perciò la prima delle equazioni (5) diventerà 

— dp' 


dx' = 


gc’[l'(V/l +P' 1 -p')— P'V 1 +P' 1 — 
Avendosi poi la equazione identica 


, 1 

^1+p'* — p’ = / 

VT+Jr + r' 


sara 


i'(V i +P' 1 — p')= — 1 +2 ,,J +/ ) '); 

c quindi, ponendo per brevità 

i<(y i +p”+p')+p'^i +i> r ‘+v=i > , 

jp 1 


si otterrà 


dr' — 


ge'/’ 


Ciò posto, accostandosi l’angolo acuto CTX' continuatamente all’angolo retto, 
e perciò crescendo indefinitamente la variabile p', dimostro che l’ascissa x' 
ha un limite oltre il quale non passa. Imperocché per i valori di p' molto 

grandi potrà farsi 1 +p n — p* ) onde sara 

P=P(2p , )+p” + y=/'( 2 ) + 5*'(P”) +P (1 + r. 

Inoltre si sa clic il logaritmo di un numero altissimo è disprezzabile io con- 
fronto dello stesso numero: molto più dunque si potrà disprezzare — f (p 15 ) io 
confronto di p n , e scrivere per conseguenza 

f > = /' (2) +P' 3 + y- 

Finalmente, disprezzandola quantità costante f'( 2)4"V in confronto di p'% 
sarà per i valori assai grandi di p' 


iìx' 


dp' 


g C y* ’ 


integrando e dinotando con C una quantità costante si otterrà 


x's=C r~,r 

!J C P 


dalla qual formola evidentemente deducesi che i valori di x 1 non cresceranno 
indefinitamente con quelli di p', ma che allorquando p* = oo si ha x =C. 
Meco. ao 
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Pongasi ora 


1 p ,M 

9== ^J o T’ 


esprimerà q una retta «li una lunghezza finita che potrà calcolarsi per ap- 
prossimazione. Presa quindi sopra KX' una parte KA uguale a questa retta, 
la verticale All condotta pel punto A sarà un asintoto del ramo discendente 
della traiettoria. Il moto adunque del grave per questo ramo si accosterà in- 
definitamente ad essere verticale, ciò die in primo luogo doveva dimostrarsi. 

Osserviamo dippiù che per i valori di p' assai grandi le due ultime delle 
equazioni (5) si riducono rispettivamente a 


, , Jp' . , dp 
dy = — T"7 > dt'=~, 
ycp gep' 


donde risulterà la velocità verticale corrispondente al movimento finale 
dq' 1 « 

— = -. Adunque il movimento finale e verticale del grave sarà uniforme, ciò 

che in secondo luogo si doveva dimostrare. Questo stesso poi si può concliiu- 
dere dalla formola (6) mettendo io essa — p' in luogo di p , e considerando in 
seguilo p 1 come grandissimo. 

176. Facciamo nella prima delle equazioni (5) p = tangai , o 

* da, . . 

dp = — — , si avrà 


coi 00 

K 

dx — - 


dai 


gc 2 coi l a>\tang<»'J 1 + tang^ai + l'(lan(joi + \/ t -j- Itoufao) — y ] 


=— r fidai , 

u e 

ponendo per brevità 

a= 


c'os 2 a'[(ang®V^ 1 + tannai -f- /'(tarli/® -f- \/ i -J- ìaiufai) — y ] 
c quindi si dedurrà 

1 fO 1 f* 

x, = — — t fidai I fidar 

<jc 2 J x gc 2 J 0 


per l’ ascissa del punto K. Laonde prendendo sopra OX un punto F tale che 
sia OF = x , + ?, la verticale FB condotta per questo punto F sarà l’ asin- 
toto del ramo discendente della traiettoria. 

177. Allorché l’angolo a 6 piccolissimo il gravo non s’innalzerà che 
di una piccola altezza sopra l’asse orizzontale OX ( fig. 5y.°) coudotto pel 
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suo punto di partenza. Ora in questo caso può con una sufficiente approssi- 
mazione ottenersi la equazione della parte OKO' della traiettoria situata al 
di sopra dell'asse OX; come pure si può estendere siffatta equazione fino ad 
un punto D il quale non molto disti da un tale asse. E per verità iu tutta la 
parto OKO' , o anche OKD della traiettoria la tangente a questa curva sarà 
presso che orizzontale, c conscguentemente p sarà una quantità piccolissi- 
ma ; quindi potrà prendersi ds = dx , ed s = * , e perciò la equazione (3) 
potrà scriversi come segue 

dp <Py 1 . 

_ == __ - g3£c*jr 

dx dx 1 : lllcos 7 * 


ovvero 


*£■ 


2Ilcos l x cJfa J>X ’ 

dy 


integrando in modo che ad * = 0 corrisponda — = langx , otterremo 

dx 


dy 

— = lana x 
dx 


1 — e’S c * x 
4 Hgc^cos 1 » 


Moltiplicando per dx ed integrando di nuovo in guisa ebo ad x ■■= 0 corri- 
sponda i/ = 0 , risulterà 


y = xtangx- 


1 


&IIg'*c‘ , cos 2 x 


(eW* — 2gc*x — 1 ) , 


per la cercata equazione della traiettoria. E qui si noti come per passaggio, 
che lo sviluppo dell'esponenziale e%' r * x dandoci 


«sge** — 2 gc 2 x — 1 = 



2'g'c‘x* 

2.3 



se questo valore si sostituisca nella equazione superiore, e fatte le riduzioni 
si ponga c = 0 , la qual cosa equivale a supporre nulla la resistenza , essa 
diventerà 


y — x tang x 


x‘ 

4 //coi 7 » ’ 


che come si sa ò la equazione della traiettoria di un grave lanciato obbli- 
quamente all’ orizzonte supposta nulla la resistenza dell aria. 
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178. Abbiamo (173) 

rjilt 1 = — dxdp ; 

seguitando quindi a supporre a piccolissimo , o perciò 


avremo 




di = CS‘* X dx y 

^2<j licosa. 


c conseguentemente 


t =. 


. efi*** + C. 


(jc^'J'ltjllcosa 

Ora ad x = 0 corrisponde l = 0 ; per la qual cosa sarà 



gc 1 V'2g licosa 


Adunque 

t = -i— («?«** — 1 ) , 

gc^V'^'jU cosa 

dalla qual formola si conoscerà il tempo che il mobile impiega a percorrere 
un arco qualunque OC della curva OKD. 

179. Nella medesima supposizione ebo l’angolo a sia piccolissimo, sia 
D il punto dove il gravo viene a percuotere il terreno ; rappresentiamo con A 
l’abbassamento di questo punto al di sotto del piano orizzontale condotto 
pel punto 0 , o la perpendicolare QD all’asse OX; dinotiamo ancora con l 
la distanza OQ, o con r il tempo impiegato per andare dal punto O al puulo 
D. Avremo ad un tempo 

x — l , y = — A , t — r; 

e quindi ponendo per più di semplicità nelle formolo precedenti cosa — 1 , 
saranno 

8/fyV ( A + / lang a ) = c 1 ^ 1 — 2 gc 1 ! — 1 , ) 

gc’^/2gll.T =^eB cH — 1. J 

Allorché dunque si danno le costanti Hoc, o si sono misurati l’ angolo « 
e la elevazione A del punto O sopra il terreno , queste equazioni ci faranno 
conoscere la portala orizzontale l e la durala t del tragitto del mobile. Vi- 
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ccndovolmente quando si conosceranno le quantità «, X , / , r con delle mi- 
sure dirette, le equazioni (7) potranno adoperarsi per la determinazione del 
coefficiente ijP della resistenza, e dell’ altezza II alla quale è dovuta la ve- 
locità di proiezione. Dalla seconda poi si deduce 



(e 8 *-l)% 


e sostituendo questo valore nella prima avremo la seguente uguaglianza 


4(X -f- 1 tango.) (es^ 1 — 1 ) 3 = — 2 gPl — 1), 

dalla quale si ricaverà il valore di c: l’una o l’altra poi delle equazioni (7) 
immediatamente ci darà quello di II. 


CAPO VI. 

DEL MOTO CENTRALE, E DELLA GRAVITAZIONE UNIVERSALE. 


180. Allorché un corpo è sollecitato da una forza acceleratricc 9 , la 
direzione della quale passa costantemente per un punto Gsso O, preso que- 
sto punto per origine degli assi ortogonali OX, OY , OZ , i coseni degli an- 
goli formati dalla direzione della forza 9 cou questi assi saranno, se la forza 
ò di attrazione, 



rappresentando con x, y, s lo coordinate del centro di gravità del corpo, al 
qual punto noi supponiamo applicata la forza 9 , c con r la distanza dello 

1 11 • • ^ ^ . .. • d’a: d 3 »/ (Pz 

stesso centro dalla origine O. Quindi Io tre componenti — , delia 

forza 9 secondo i succennali assi saranno 


9 X 


91/ 




per la qual cosa avremo 


donde ricavansi 

d 3 z 


d'y 


V dP Z di 1 


iPx 

dF 

x 


£y 

dP 


cPz 

dP 


d'x d 3 s d’y d 3 £ 

dP dP 3 * dP J dP 1 
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ed integrando per rapporto a t 


ds dj dx ds dy dx 

y- z~= C . z- x— = C' x~— y — — C". 

dt dt di dt ’ di >ìt 


Ora se si moltiplica la prima di queste equazioni per x, la seconda per y , 
la terza per s, e poscia si sommino i prodotti, si troverà fra le coordinate 
del centro di gravità del corpo ad un istante qualunque la seguente relazione 

Cx -f- C'y + C"z = 0. 


Allorché dunque un corpo è tollecilalo continuamente da una forza diretta 
verso un punto fisso , la traiettoria , o la curva da esso descritta starà tutta in 
un piano che passa pel punto fisso. 

181. È dunque superflua la terza delle coordinate x, y , z. Imperocché 
essendo in un piano la traiettoria, potremo supporre che con questo piano 
si confonda quello delle xy , e con ciò la situazione del corpo ad ogni istante 
del molo sarà data dalle sole coordinate x, y. Ripigliando dunque da capo 
la quislione, le equazioni del moto di un corpo attratto da un punto o cen- 
tro fisso saranno 


<P* ax (Py Oy 

dp- + 7- 0 ’ ;f+"7 = 0- 


Moltiplicando la prima per y , e la seconda per x , avremo 
d’x oxu „ (Tu oxu 

*W + 1 r= 0 ' 


di 1 


donde 




ed integrando per rapporto a ( 




c, 


ovvero 


xdy — ydx = cdl. 


Ciò posto, supponiamo essere LML' (fùj. 6o.“) la enrva descritta dal mo- 
bile. Riferendo ogni sito punto M agli assi ortogonali OX , OY per mezzo 
dello coordinate OP = x, MP = y, chiamiamo r il raggio vettore OM , c 
dinotiamo cou jb l'angolo LOM elio questo raggio contiene con l’asse po- 
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15 » 


x — reo» tv, ij = rsenx, r = Va’ + 1 / ; 
dx = dr cosa! — rd® se»» ® , dy = dr scn a> rd® cos ® ; 
xdi/ = rdr se n a; cosa.' + r’d® cos’® , 
ydx = rdr sena: cosa: — r’d® seri’® ; 

donde finalmente si deduce 

xdy — ydx = r’d® = cdt . . . («). 

Ora si sa dal calcolo differenziale che xdy — ydx, ovvero r’d® esprime il 
doppio del differenziale del settore curvilineo terminalo dai due raggi vettori 
OL , OM e dall’arco LM. Adunque chiamando A l’ area di questo settore sarà 

dA — cdt , ed A = et , 


supponendo che il tempo t si cominci a contare dal punto L , e scrivendo c 

invece di ^c. Adunque nei moto centrale le aree descritte dal raggio vettore 
£ 


sono proporzionali ai tempi nei quali si descrivono. 

E vicendevolmente, se le aree descritte dal raggio vettore sono propor- 
zionali ai tempi , la direzione della forza clic sollecita il mobile passerà costan- 
temente per la origine. Infatti in questa ipotesi avrà luoiro la f-ì- 

sarà cioè 




Differenziando dunque avremo 


d’y <Px „ 

*3F-»3F=°’ 


e quindi 


d’x d’u * 
dt 7 _d£_ 
x ~~ y ‘ 


. M 


Ora questa equazione evidentemente c’ insegna che l’angolo che la direzione 
della forza fa con l’asse delle x è lo stesso che l’angolo che la retta condotta 
dalla origine al punto (x, y) contiene col medesimo asse , e che per con- 
seguenza queste due rette si confondono. Adunque cc. 

Le due proposizioni reciproche dimostralo qui sopra costituiscono il 
cosi dotto principio delle arce. 
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182. Supponiamo clic la forza $ agisca in ragiono inversa del quadralo 
della distanza dalla origine; rappresentando con m una quantità cosiamo , 

avremo 9 = -7 , 0 le equazioni del moto saranno 


iPx mx 
. o " r \ ■ 

d ? r 


0, 


di 1 r s 


Moltiplicando la prima per dx c la seconda per dij , c sommando i prodot- 
ti, risulterà •. 


dxd?x -f- dyd'y , xdx + ydy 

T m ~5 


dì 1 


• 0. 


Ma dxd'x + dyd? y — ^ d(dx* + dy 1 ) , ed essendo x 1 + >f — r , si ha 
pure xdx -f- ydy = rdr. Adunque sostituendo si ricaverà 

d(dj? + d*f) m * =0 
2 di 1 T r s 


la qual formola integrata ci darà 
dx 1 -j- dy 1 
2dt" 


tn . _ 

+ C = 0 » 


esprimendo con C la costante della integrazione. Dippiù abbiamo (181) 

rW . . . 

do ; 3 -J- c/y 3 = c/r’ -J- , dt 1 = — 3 — . Laonde sostituendo si otterrà 


(dr’-f-rW)c* m , 
‘iridai* r 


donde 


do» = ■ 


cdr 


''JH-2C-Ì 

V r r 1 


...co, 


c questo valore di dx sostituito nella equazione rV®=cd( ci somministrerà 
dt = , . . • (<*")• 


Vt~ 


2 C ; 

r 


Dello due equazioni (»'), (*") la prima ci farà conoscere la natura della tra 
iettoria , e la seconda il tempo t scorso dai principio del molo. 
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183. Per integrare la prima si faccia - = 54 .^-, donde ~ — dx ; 

T" C f* 

avremo 


<f®=- 


cdz 


cdz 


\/‘ 2m ( s + ?) _26 '~ c ’ (‘ + ?)’ \/~-U-cW. 


dz 


Vii 1 — z 1 


m 1 26 


ponendo per brevità — = h 1 . Quindi sarà 

e* c 

a? + y = are ^ coi — j'j , 

esprimendo y la costante della integrazione. Adunque 
z 

- = cos(a> + y) , e x — hcoi(a: -f- y). 

» . 

Sostituendo questo valore nella equazione - = s 4 - — , risulterà 

r e 1 


I m 

-= A «>«(<» + y) + — , 

r e 


donde si ricaverà 


heos(a) -f-y) + — 
c 


cVi , 

1 *1 coi (as -f- y) 


e’A , 

Se si fa ora — = e , in guisa che si abbia h 1 = - 


m 


26 


donde — =— (1 — e a ) = u(l — e 1 ), supponendo —= a , risulterà 

m JLtf 2C 


r _ 0(1— e 1 ) __ p 

1 + ecos(® + y) 1 + ecos( cu + y) ’ 
facendo a( I — e 1 ) = p. 

Ora questa equazione è propria delle sezioni coniche. Si sa infatti che 
in queste curve dinotando cou a il semiasse trasverso , con e la eccentricità 
Mecc. ai 
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numerica , con a(l — e*) = p >1 semiparamélro , con a> -f y 1’ angolo che il 
raggio vettore r fa con l’asse trasverso, questo raggio vettore vieu espresso 
come qui sopra; e che inoltre si ha la parabola quando e = l ed a — co, 
la ellisse quando e > 0 ma però <1 ed a > 0 , il cerchio se e = 0 e con- 
seguentemente r = a, finalmente la iperbola se e>l ed a < 0. Adunque 
nel moto centrale se la forza agisce in ragione inversa del quadrato della di- 
stanza dal centro del moto , il corpo descriverà una sezione conica avente uno 
dei fuochi nel centro suddetto. 

E vicendevolmente se un corpo intorno ad un punto come centro descrive 
una sezione conica , la forza acceleratrice agirà in ragione inversa del qua- 
drato della distanza da un tal centro. Infatti le generali equazioni del moto 
centrale danno 

dxd 7 x + dyd 7 g <?. , , , . , 

s= — -(xdx + ydy) = — ifdr. 


Integrando si avrà 


dx 7 + dg 7 
2d? 


C — J>dr, 


e nel primo membro in luogo di dx 7 -|- dg 1 ponendo dr 7 -J- r 7 dx 7 , come pure 

r'doo* . 

a di’ sostituendo — - — si otterrà 

c 1 dr 1 e* 

2 * r , da3 3 2r a ' ’ 

dalla quale differenziala si ricaverà 

_c’ c 7 fdr 7 \ 

? ~V 2 dr\r'da> 7 )' 

Ma il corpo descrive una sezione conica; sarà dunque 

a( 1 — e’) ,1 1 + eeos® 

r = — ed — = — — , 

1 c cossi r o(I — e ) 

donde differenziando risulterà 

dr e sento dai 


r 7 o(l— e 1 )’ 


e quindi 


dr 7 


rW o\l — e 7 ) 7 a\i—e 7 ) 7 a 7 (l — e 7 ) 7 ' 
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^ .11 + «coi® . . 

Ora dalla equazione - = — — ^r- si ricava 

1 r a(l — e) 

e coiai 1 1 


a(l — e *) r a( I — e 1 ) 


e conseguentemente 


a ’(l — r' ar( I — •*) T o*(i — •*)’* 


Adunque sarà 


dr 3 e J _l 2 1 

r’dar* a 2 (l — e 1 ) 1 ar(l — e 1 ) r* ’ 


e differenziando 


d 


(— 

\r*d® 


\ 2dr 2dr 


Sostituendo questo valore in quello di $ , verrà 


'ar*(l — «*) r J 

t* 

ponendo per compendio — — =m. Adunque ec. 

184. Ritenendo 2C = — , e c^mafl— e 5 ), la equazione («") si 
a 

muterà nella seguente 


dt — 


dr 


rdr 


. Fhn m ma(l — e 2 ) /~~~ r 5 \ ~ 

VT-7 P— ^ V-t* — - + “> 

/a rdr j a rdr 

* m V^ar— r‘— a J + aV~* '» VaV — (a — 


o* 


Per integrarla si faccia a — r = z, si avranno 

r = a — * , dr = — ds , rdr — idi — adì , 
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e quindi verrà 




indicando con E la costante della integrazione. 

185. Proponiamoci di determinare la costante E. A tal fine osserviamo 
che ponendosi il principio del tempo in L, nella estremità cioè dell'asse tras- 
verso, dove il raggio vettore r è uguale alla distanza del centro o fuoco O 
dalla medesima estremità, nella equazione superiore a t = 0 dovrà corri- 
spondere r = a — ae ; ciò posto si vedrà risultare E — 0 , e conseguente- 
meute 

,= v/^{“ rc (“‘= ! 4r)-v/*’-( 5: r ; ) }• 

Ora rappresentiamo con T il tempo periodico, il tempo cioè che il mo- 
bile impiega a percorrere la intera circonferenza della ellisse o a ritornare in 
L dove di nuovo si ha r — a — ae, ovvero a — r = ae, ma 1’ arco il cui co- 
seno = 1 non è più zero ma è uguale a tutta la circonferenza 2ir dei cerchio 
che ha per raggio 1 . Avremo 


T 



donde r=— (2a) s . 

2m ' 


Supponiamo pertanto che un altro mobile intorno allo stesso centro O 
percorra una seconda ellisse nel tempo V ; dinotando con tu' , a’ le quantità 
analoghe alle m, a, otterremo 
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(2aV . V (2 a'y 
2 ’ T * 2 ’ T* 5 ’ 

Se dunque 

r : r*=(2a)* : (2a') s , 

sarà m=m'. Laonde se due mobili intorno ad un centro comune descrivono 
traiettorie ellittiche «n guisa che i quadrali dei tempi periodici sieno come i cubi 
degli asti traversi, le forse acceleratrici dalle quali essi sono animati staranno fra 
loro nella soia-ragione inversa dei quadrali delle distanze dal medesimo centro. 

186. Non tornerà certo inutile l’esporre qui il sistema di Newton in- 
torno alla gravitazione universale. Un tal sistema è fondato tutto sopra le tre 
leggi di Keplero , e sopra la teoria del moto centrale. 

Giovanni Keplero, il cui nome è presso tutti gli Astronomi celebratis- 
simo, dalle osservazioni sopra i moti dei pianeti fu il primo a dimostrare che 
questi si muovono intorno al sole non in orbile circolari ma ellittiche, e tali 
che il centro del sole occupi uno dei loro fuochi. E questa è una delle tre 
auccennate leggi. 

Inoltre dalle osservazioni medesime conchiuse che in una stessa orbita 
il raggio vettore coodotto dal centro del sole al pianeta descrive aree propor- 
zionali ai tempi. E questa è un’altra legge. 

Finalmente stabili che in lutti i pianeti i quadrati dei tempi delle rivo- 
luzioni siderali sono come i cubi degli assi maggiori. E questa è la terza legge. 

187. Da siffatte leggi e dalla teoria delle forze centrali ne inferi Newton 
che ogni pianeta gravila nei sole , ovvero é da questo attrailo con una forza 
che è in ragione reciproca duplicata della distanza del pianeta medesimo dal 
centro del soie. 

Una tale asserzione contiene due parti : nella prima si afferma che 
ogni pianeta è attratto dal sole; nella seronda si dice che questa forza di at- 
trazione agisce nella suddetta ragione. E per dimostrare la prima parte ar- 
gomento come segue: se un corpo intorno ad un punto (isso si muove in ma- 
niera che la retta condotta dal punto al suo centro di gravità descrive aree 
proporzionali ai tempi, la direziono della forza che lo sollecita al moto pas- 
serà costantemente pel punto fìsso, nel quale conseguentemente graviterà 
(181). Ma per la seconda legge di Keplero un qualunque pianeta intorno al 
centro del sole si muove per guisa che le aree descritte dalla retta che unisce 
i due centri del sole e del pianeta sono proporzionali ai tempi. Questo pianeta 
adunque gravila nel sole. Passo ora a dimostrare la seconda parte : se un corpo 
con moto curvilineo descrive una sezione conica in modo che la forza acce- 
leratrice sia diretta costanlemeule al fuoco della medesima curva , questa 
forza agirà in ragione reciproca duplicata della distanza dallo stesso fuoco 
(183). Ma per la prima legge dì Keplero un qualsivoglia pianeta si aggiro 
intorno al sole in una ellisse avente il fuoco nel centro del sole; e per ciò che 
si è già dimostrato nella prima parte il pianeta medesimo gravila in questo 
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stesso centro. Adunque la forza con la quale il pianeta é attratto dal sole agi- 
sce nella ragione reciproca duplicata della distanza del pianeta dal sole. 

188. Le forze dalle quali diversi pianeti sono attratti dal sole stanno 
fra loro nella sola ragione reciproca duplicata delle distanze dei medesimi dal 
centro del solo. 

Imperocché se più corpi si muovono in traiettorie ellittiche aventi tutte 
un fuoco comune ed in modo che in ciascuna di queste traiettorie il raggio 
vettore descriva aree proporzionali ai tempi, e se inoltre i quadrati dei tempi 
periodici sieno come i cubi degli assi maggiori , le forze acceleratrici dalle 
quali quei corpi saranno affetti staranno fra loro nella sola ragione reciproca 
dei quadrati delle distanze da quel fuoco (185). Ma dalle leggi di Keplero 
tutti i pianeti si muovono in orbite ellittiche aventi il centro del sole per loro 
fuoco comune , ed io guisa che in ciascuna orbita il raggio vettore descriva 
aree proporzionali ai tempi, e dippiù i quadrati dei tempi periodici sono fra 
loro come i cubi degli assi maggiori. Adunque ec. 

189. Checché abbiano opinato gli antichi intorno alle comete, ora però 
è certissimo, specialmente dopo i grandi lavori di Newton e di Halley , muo- 
versi le comete intorno al sole come i pianeti in orbite ellittiche molto eccen- 
triche ed assai somiglianti alle paraboliche , ed inoltre descrivere col raggio 
vettore aree proporzionali ai tempi. Fu perciò che l’ immortale Newton con 
una sorprendente esattezza tutta espose la teoria del moto delle comete, e 
talmente determinò le leggi e le circostanze di un tal moto che a ninno oggi 
fia più lecito il dubitare della loro verità. Sul fondamento poi di questa teo- 
ria Halley astronomo dottissimo sottopose al calcolo i movimenti di più co- 
mete , e questi conobbe coincidere perfettamente con le osservazioni. Dietro 
l’esempio di questi due preclari Geometri tutti i moderni astronomi e con 
le osservazioni e col calcolo assai più dei bisogno dimostrarono il moto delle 
comete doversi rappresentare come quello dei pianeti. Adunque se i pianeti 
gravitano nel sole con una forza che é in ragione reciproca duplicata delle 
distanze dal medesimo, anche le comete graviteranno nel sole con uua forza 
che seguirà la medesima ragione. 

190. Nei satelliti di Giove e di Saturno la terza legge di Keplero rendesi 
manifestissima. Inoltre parecchi satelliti descrivono intorno al proprio pia- 
neta delle ellissi secondo le leggi dello stesso Keplero, ovvero delle orbite cir- 
colari con moto uniforme ed in modo che il raggio vettore in ciascuna orbita 
descriva aree proporzionali ai tempi. Supposte le quali cose , sarà agevole il 
dimostrare che questi satelliti gravitano nel proprio pianeta nella stessissima 
maniera con la quale i pianeti gravitano nel sole. 

Per ciò poi che si appartiene alla luna , quantunque nelle aree descritte 
dal suo raggio vettore si scuoprano alcune ineguaglianze, le quali general- 
mente parlando sono maggiori di quelle che hanno luogo negli altri satel- 
liti ed anche nei pianeti , ciò non ostante dovendosi queste ineguaglianze ri- 
petere, come qui appresso si noterà, da cagioni le quali mirabilmento con- 
fermano la legge della gravitazione universale , ed essendo le medesime in 
se stesse piccolissime, in alcune circostanze un poco maggiori. tu altre un 
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poco minori ed in altre anche nnlle , si potrà seDza dubbio alcuno affermare 
che la luna gravila nella terra nella medesima ragione che questa gravita 
nel solo (*). 

Nei satelliti di Urano per la loro grande distanza dalla terra meno ac- 
curatamente possono indagarsi le leggi di Keplero; nondimeno avuto riguar- 
do a tale e tanto esatta analogia nei rimanenti corpi del nostro sistema 
planetario , quale abbiamo scoperta finora , non potrà punto dubitarsi che 
in quei satelliti non abbiano ancora luogo le stesse leggi , e che perciò 
essi non gravitino pure nel loro pianeta in quella ragione medesima con 
la quale gravitano i satelliti di Giove io Giove, di Saturno in Saturno, ec. 

191. I pianeti secondarii , cioè i satelliti insieme con i pianeti primarii 
ai quali aderiscono gravitano nel sole nella medesima ragione inversa dei 
quadrati delle loro distanze da questo astro. 

Imperciocché un corpo che si aggira costantemente intorno al centro di 
un altro corpo, che supponiamo muoversi io un modo qualunque, descrivendo 
col raggio vettore aree esattamente o anche approssimativamente proporzio- 
nali ai tempi , viene sollecitato da una doppia forza, da quella cioè con la 
quale tende in quest’altro corpo , e da quella con la quale questo stesso corpo 
si muove. Ma i pianeti secondarii costantemente aggirandosi intorno ai cen- 
tri dei rispettivi pianeti primarii descrivono con i loro raggi vettori areo 
proporzionali ai tempi mentre questi gravitano nel sole cou forze che sono 
in ragione inversa dei quadrati delle lore distanze da questo stesso astro. 
Adunque i pianeti secondarii meDtre gravitano nei rispettivi pianeti prima- 
rii, graviteranno pure insieme con questi nel sole con la medesima legge di 
gravità. 


(*) Fatta astrazione dalle cagioni delle perturbazioni , la luna graviterà nella terra 

con la forza acceleratrice (iB 5 ) 


t = - 


4 **a s 


• 7 ’ 


dinotando con T il tempo periodico il quale è di 37*, 3 ia uguale a minuti aecondi 
tio* . a4 . 37,3aa, con a il semiasse trasverso dell’orbita lunare, e con r il raggio vetto- 
re della stessa orbita. Ora il valore medio del raggio terrestre è uguale a ig 63 uoo piedi, 

la parallasse media della lana è ugnale a 57' 11", e perciò a — — — — \ ponendo 

quindi r= 19631 100 la forza di gravità con la quale la luna tende al centro della terra, 
sarà sulla superficie della stessa terra 


4.19631100** 

* bo’ . 24* . (17,339 )**en i ( 57 , ,s 1 ") ’ 

il qual valore essendo prossimamente aguale a piedi 3 o,a ne deduciamo (70.137) cbe 
la lorza con la quale la luna è sollecitata a cadere sulla terra non è altra cosa cbe la gra- 
vili stessa dei corpi terrestri diminuita in ragione reciproca duplicata della distanza della 
luna dal centro della terra. 
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192. Tulli i corpi dei quali è composto questo nostro sistema plane- 
(ario gravitano 1’ ano nell' altro scambievolmente. 

Infatti tutti i pianeti tanto primarii ebe secondarii gravitano nel sole • 
adunque il sole graviterà in tutti i pianeti con la medesima forza di gra- 
vità (5): e con questo argomento si dimostrerà eziandio che la terra gra- 
vita nella luna , la qual cosa vien confermata mirabilmente dai fenomeni 
del flusso c del riflusso del mare , e die gli altri pianeti primarii gravitano 
nei loro satelliti. Clic poi un qualsivoglia pianeta graviti in un altro qua- 
lunque, abbastanza rimarrebbe dimostralo per analogia avvegnaché non vi 
avessero degli effetti dai quali siffatta gravitazione potesse immediatamente 
scoprirsi. Ma questi effetti non mancano: le perturbazioni cioè che si os- 
servano Dei movimenti accennati dalle leggi di Keplero (186), e che otti- 
mamente vengono determinate ammessa la scambievole gravità nei corpi 
celesti. Cosi per citare un esempio , disperando gli astronomi di potere sot- 
tomettere per mezzo delle osservazioni a certe regole di calcolo il molo della 
luna, dopo che Analmente cominciarono a conoscere le perturbazioni dì un 
tal molo provenire dalla scambievole gravitazione dei corpi celesti , essi 
poterono comporre delle tavole lunari la cui esatta corrispoudenza col cielo 
niuno avrebbe potuto mai sperare dalle soie osservazioni. 

CAPO VII. 

UBI. MOTO DI UN PENTO SOPRA UNA DATA SUPERFICIE , 

OVVERO SOPRA UNA DATA CERVA. 

193. Determinare le equazioni del moto di un punto o elemento materiale 
obbligato a scorrere sopra una data superficie. 

La equazione differenziale della data superficie riferita a (re assi orto- 
gonali OX, OY, OZ sia 

Idx + mdg + ndz — 0. 

L’ elemento poi o il punto materiale venga sollecitato sopra di questa su- 
perficie dalle forze acceleratrici X , F, Z parallele ai tre assi suddetti , e 
sia À'ia pressione che esso esercita contro la superficie. Questa pressione non 
può non essere diretta secondo la normale alla superficie , poiché se fosse ob- 
bliqua si potrebbe risolvere in due 1’ una normale, l’altra tangenziale , e que- 
sta componente non eserciterebbe pressione alcuna, il che è contrario olla 
supposizione. Ciò posto, dinotando con (XX), (KY), (KZ) gli angoli che la 
pressione K fa con i Ire assi OX , OY, OZ , si avranno , come è noto dalla 
Geometria sublime 

co*(À'A) — , cos(À'F) —'jji fot(KZ)=— r 
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nelle quali forinole M — \/ 1' -\- m ' -f- -n* ; e quindi le Ire componenti di A 
parallele agli stessi assi saranno 

Al Km Kix 

"If ’ IT ’ IT * 

Ora il punto mobile si rimarrà nel medesimo stato se intendiamo rimossa la 
superficie, ed in luogo suo applicata una forza uguale e contraria alla pres- 
sione K. Per la qual cosa si potrà un tal punto considerare come libero ma 
sollecitato a muoversi parallelamente agli assi dalle forze 

V Kl V Km r 

X ~hi ’ 1 ~“ÌT ’ z ~ir 

Adunque considerando come al solilo dt costante, le equazioni del molo di 
un punto o elemento materiale sopra la data superficie saranno 


'^l-v Km d ' s -7 Kn in 

' M ’ di' ~ M » dt'~ IT j {>) 


194. Moltiplicando in primo luogo queste equazioni rispettivamente per 
dx , dy , dz, c sommandone i prodotti risulterà 


dx (l 7 x -f- dy if y -{- dz d'z 


di' 


■■ Xdx -j- Ydy -f’ Zdz — — ( Idx + >»Ji/ + ndz). 


Ora chiamando s l’arco di curva descritto dal mobile nel tempo «sopra la 
superficie , sarà dt' = dx' dy' -f- da’ , c quindi 

dsd's = dxd'x -f- dy d'y + dz d'z ; 
dippiù si ha per ipotesi 

Idx + mdy -f- ndz — 0. 

Adunque sarà 

ds ds 

— d.~ = Adx-J- Ydy -f. Zdz. 

E se con c rappresentiamo la velocità dalla quale il mòbile 6 affetto dopo di 
aver descritto l’arco s, sarà » = —, e si otterrà per conseguenza 


Allorché si ha 
Mccc. 


di ’ 

vdv = Xdx + Ydy -j- Zdz. 

Xdx -f YJy + Zdx~d.^(x, y, x), 


2J 
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integrando la equazione precedente risulterà 

»* = 2 <p(*> y, z) + c% 

e la costante e 1 si determinerà mediante il valore della velocita v nel punto 
di partenza. 

195. Moltiplicando in secondo luogo le equazioni (t) rispettivamente 
per /, ni, n, e poscia sommandole, si ricaverà 

hPx + imi 1 ;/ + mPz . A' 

== « + mi + ~ ( ? . + m + » )• 


Ma (U = — j 3/ 2 .= / v m a + »*. Adunque sarà 
r u 

= ix+„y + „Z - KM , 

. tifi 

donde si dedurrà la pressione 

IX -f mY -j- nZ o 1 hPx + miPy -f- n/Pz 


196. Eliminando dalle medesime equazioni (») la quantità fi , si ot- 
terranno due equazioni fra le quattro variabili x, y , z, t , alle quali se si 
aggiunge la equazione della superficie , si avranno tre equazioni per deter- 
minare le coordinate x , y , z in funzione del tempo l. E se da queste si eli- 
mina l , le due equazioni che resteranno fra le sole a;, y , a ci faranno co- 
noscere la natura della traiettoria descritta dal mobile sulla data superficie. 

197. Dal detto si deduce l.° Che se il mobile non è sollecitalo da al- 
cuna forza acceleratrice , il suo moto è uniforme, e per qualunque super- 
ficie cammini ritiene sempre la stessa velocità impressagli al principio del 
moto. Infatti in tal caso si avrà X=F=Z= 0 , e conseguentemente 
sarà vJv — 0 , e v = cosi. 

2.° Che se il mobile è sollecitato dalla sola gravità , per qualunque su- 
perficie esso discenda o salga , avrà in ciascun punto quella velocità mede- 
sima clic avrebbe se fosse disceso o salito verticalmente per uguale altezza. 
Imperocché supponendo verticale l’asse delle x sarà A' = + 3 , J =/=0, 
e perciò vdv = -4- ndx , donde ti 1 =c* 2 gx. Adunque (134. 136) ec. 

198. Determinare il moto di un punto obbligato a percorrere uno curvo 
posta tutta in un piano. . 

Questo problema è contenuto nel precedente. Riferita la curva a orn- 
assi ortogonali OX , OY posti nel di lei piano , sia 

Idx -f- mdy — 0 
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la sua equazione differenziale. Le direzioni delle forze sollecitanti il punto 
mobilo dovranno essere nello stesso piano , altrimenti esso ne devierebbe. 
Dunque potranno queste forze ridursi a due X , 1' parallele alle x ed alle ij, 
ed avremo , ponendo XV + m 1 , le equazioni 


<Vx Kl (Py • Km V • 

Moltiplicandole rispettivamente per dx , dy , e sommandole si otterrà 

dx d’x 4- dy (Vii di _ <i< ■ 

-=— d. — = odo = Xdx -f» Ydy , 

dV dt dt ~ 


e quindi supponendo Xdx + Ydy = d.$(x, y ) , sarà 
o j = 29 (x, y) + c\ 


Inoltre la pressione elio fa il mobile contro la curva si determina per 
mezzo della foratola 


j, IX + *«F v 2 leVx -f. md‘y 
M ~JÌ 1? 


Ora noi abbiamo dalla equazione della curva 


llx 

m= — , e perciò 


dy 


iò "='\A+^ 


dippiu il raggio del cerchio osculatore 


IM 


— d» s 

^ dxd‘y — dy d‘x 

Adunque sostituendo si avrà 

Xdy—Ydx v* 

di f , 

Finalmente si deduce 1 ,° che non essendo il punto mobile sollecitalo da 
alcuna forza acceleratrice, il suo moto per la curva sarà uniforme, rite- 
nendo sempre la stessa velocità impressagli al principio del moto. 

2.° Che non essendo il punto mobile sollecitato che dalla sola gravità, 
esso sia che scenda sia che salga per la data curva , avrà in ciascun punto 
della medesima quella stessa velucità che acquistata avrebbe scendendo o sa- 
lendo verticalmente per uguale altezza. 

Ma questo secondo teorema può eziandio dimostrarsi mediante la teoria 
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del molo dei gravi per una serie di » piani contigui e diversamente inclinati 
alt’ orizzonte già esposta nel capo secondo di questo libro. Infatti supponendo 
che nelle formole dimostrate in quel capo al numero 151 ciascuno degli an- 
goli di contingenza 6, 6', 6", 6"',. . converga al lini. mentre il 

numero « dei piani si accosta continuamente al lim.= oo, ovvero, che è lo 
stesso, supponendo clic la serie dei piani si accosti ad una superbie curva , 
e la serie delle lunghezze AB, BC, CD, DE, ... . ( fig . 53. a ) di tali piani ad 
una linea curva , il grave scendendo per questa curva non soffrirà alcuna 
perdita nella velocità, e questa velocità nel punto infimo sarà 

-f- i) ,J + v" 1 -f . . . -f- «f-'ì*, 


che nel citato numero si dimostrò essere quella che il grave acquista cadendo 
per la verticale da uguale altezza. 

Con un poco di attenzione poi si vedrà che il primo teorema si può 
ancora dimostrare per mezzo delle formole del numero 153 introducendo in 
esse la doppia condizione di 6 = 0' =0" =?= 6'" = . . . = tì - 1 ' — 0 , e di 
i» = co . 

199. Non tornerà certamente inutile l'analizzare qui la espressione 
Xdy — Ydx v 1 

— della pressione A 

„ . . Xdy— Ydx 

Il primo termine 

ds 


non è (19) altro che quella forza che 


nasce risolvendo ciascuna delle componenti X, Y in due, l’una secondo la 
tangente alla curva l’altra secondo la normale, e prendendo la somma delle 
forze normali. E dalla costruzione medesima del citalo numero 19 si vede 


che la direzione di questa forza normale fa angolo acuto con le x positive. 
Pertanto se il valore di K risulta positivo, ivi la direzione della pressione 
farà angolo acuto con le x positive; e se risulta negativo lo farà ottuso. In 
tal guisa si potrà sempre conoscere se la pressione sospinga il corpo contro 
la curva, ovvero Io stacchi dalla medesima forzandolo ad abbandonarne la 
traccia. 


u* 

11 secondo termine esprime aneli’ esso una pressione ma indipendente 

P 

dalle forze sollecitanti ; ed infatti questa ha luogo ancora quando non vi é 
forza alcuna sollecitante ed il corpo si muove solamente iti virili della velo- 
cità preconcepita. Siffatta pressione che si distingue col nome di forza cen- 
trifuga ha origine dalla inerzia del mobile come qui subito dichiareremo. 

Ad Ugenio si deve la misura della forza centrifuga : esso la dedusse 
dalla considerazione del moto circolare. Sia M (jìg. 6i .“) un punto materiale 
attaccato ad un punto fisso C mediante un filo inestensibile CM; supponiamo 
che una percossa imprima al medesimo una velocità v in una direzione per- 
pendicolare alla lunghezza del filo ; e per rendere più semplice la quistione 
supponiamo ancora che sul mobile non agisca veruu’ altra forza. Questo mo- 
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bile descriverà un cerchio AMB il quale avrà per centro il punto fisso, c 
per raggio la lunghezza del filo. Durante un tal moto il filo che ritiene il 
mobile proverà nel senso della sua lunghezza una certa tensione che non 
sarà altra cosa che la forza centrifuga. Applicando al mobile una forza 
uguale e contraria a questa tensione e costantemente diretta verso il centro 
fisso, si potrà dare astrazione dal filo e considerare il mobile come affatto li- 
bero. £ dunque per virtù di questa forza centrale che combinala con la ve- 
locità v si dà luogo al movimento circolare. 

Conseguita dapprima che i settori circolari descritti dal raggio CM sa- 
ranno proporzionali al tempo (181), ciò che di necessità importa che anche 
gli archi di cerchio percorsi dal mobile siano proporzionali al tempo. 11 mo- 
vimento circolare sarà dunque uniforme , e rappresentando eoo s l’ arco 
descritto nel tempo ( si avrà s = vt. 

Chiamiamo ora la forza centrale , la forza cioè acceleratrice uguale 
e contraria alla forza centrifuga , che qui si cerca di determinare. Quale 
che sia una tal forza , noi la possiamo riguardare come costante tanto in in- 
tensità che in direzione durante un intervallo piccolissimo di tempo; cosi 
mentre il mobile descrive l’arco di cerchio piccolissimo MM', la forza 9 sarà 
supposta costante e parallela al raggio CM che termina alla origine di que- 
sto arco; donde concbiudiamo che ove il mobile non fosse animalo dalla ve- 
locità 0 , la forza centrale farebbe percorrergli in quel tempo piccolissimo il 
seno verso MN , là proiezione cioè dell'arco MM' sopra il raggio CM. Ora 
una forza acceleratrice costante ha per misura il doppio dello spazio che essa 
è capace di far percorrere al mobile in un dato tempo, diviso pel quadrato 
di questo stesso tempo (135 : 4.°). Adunque se si chiami a il seno verso MN, 
e t il tempo impiegalo a descrivere 1* arco MM', si avrà 


2 s 



Ma dinotando questo arco con a cd il raggio CM con p , si ha 
* (2p — *) = (M'N) a , 

ossia, trascurando e in confronto di 2 p, ed in compenso ponendo nel se- 
condo membro l’ arco a invece del suo seno M'N , 

' i 

2 pa = o 1 = o’r 1 , donde s = •• 

Adunque sostituendo risalterà 



Ma la forza centrifuga è uguale e contraria alla forza centrale Adunque 
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sarà — — il valore della forza centrifuga in un cerchio descritto con molo 
P 

uniforme. Quindi si deduce immediatamente die questa forza in Una curva 
qualunque è uguale a meno il rapporto del quadrato della velocità al rag- 
gio di curvatura ; imperocché confondendosi la curva in ogni suo punto 
con la circonferenza del cerchio osculatore a questo stesso punto, si potrà 
supporre che il mobile dorante un tempo piccolissimo si muova circolar- 
mente intorno al centro di curvatura, c che per conseguenza abbia la forza 
centrifuga conveniente a questo moto. 

2t>0. Si abbia la cicloide ABA'(fig. 6a. a ) la cui base AA' si supponga 
orizzontale. Dal punto inGmo B s’innalzi la verticale BX e si tiri la paral- 
lela BY alla base AA','e sia quella l’asse delle ascisse c questa l’asse delle 
ordinate , e B rappresenti la origine di tali assi. Un grave collocato nel 
puuto M cd abbandonato a se stesso scenda per l’arco MNB: si cerca la 
velocità odi questo grave in un qualsivoglia punto N, ed il tempo t della 
discesa per MN = s. 

Si ponga l’ascissa BQ = x , la ordinata QN= y , il diametro del cer- 


• 1 

cbio generatore = -a. 


e lilialmente l'ascissa del punto M di partenza = h. 


La velocità che il mobile avrà acquistata nel punto N sarà uguale a quella 
che il. medesimo acquisterebbe se verticalmente discendesse per l’ altezza 
PQ =/i — x (198: 2.°). Adunque sarà 


« = V‘2g(li — x). 

Passo ora alla determinazione del tempo impiegato a percorrere l’ arco MN. 
Suppongo dalla Geometria sublime questa essere una delle principali pro- 
prietà della cicloide , che cioè un qualunque arco BN di questa curva , 
preso dal vertice B , agguagli il doppio della corda BE condotta nel cerchio 
generatore da questo vertice al punto E nel quale la ordinata NQ della 
estremità N incontra la circonferenza generatrice. Ciò presupposto, essendo 


BQ( = z) : BE = BE : BC( = -a) , 

« 


si otterrà BE 


=v4‘*’ 


e conscguentemente Parco BN = 2 y - az = 


— SÌ'lax. Nella medesima guisa si dimostrerà l’arco BM = V2ah. Adunque 
sarà 

s = V'2ah — V‘2ax. 

Quindi difTereuziundo si avrà 

ds __ V2a 

dx 2\/x' • • ' - 
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e perciò 


. da dx da dx V 'la 

n — 2 tf( /l x ) dt~~ dt ' dx di 2^x' 


donde si ricaverà 


dx 

dì 


= _ 2 y/-2 g (/‘x- £) e dt= _i 

V‘2a . ' 2 V « 


dx 


U lix — x 1 

Il cercato tempo si conoscerà dunque mediante la seguente forinola 

•=wi j : 


— dx 


1 Vhx — x 3 

• /l ' ‘ . - . ■ >- 

Ora supponendo x = -( 1+ *)> si hanno dx = — , Vàx — - x 1 == 
2 « .. 


— - v'i — z 1 , e per conseguenza 
2 


{*■■■ — = j — = are (cos — z) + £. 

Vàx — x* ^ I — s 1 

h ,, % . . 2x — /« . , 

Ma dalla sostituzione x= -(t -+• a) si ricava z = — - — . Adunque 


J — dx . 2x — /i 

— ■ — = are ( cos = — 

\//ix — x’ 1 


)+C. 


Prendendo questo integrale fra i limiti Zi ed x , si avrà semplicemente 

J '® — dx , 2x — /t. 

— — are (cos — 

>> \/hx — x’ 

ed il cercato tempo sarà perciò 




1 . /« , 'ix — h 

1 =2 Vj are < C0, = “ri- 


ponendo in questa formola x = 0, avremo il tempo 2" della totale discesa 
da M (ino al punto inlìmo B , o sarà 


2 v 9 
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Questo valore è affatto indipendente dall’ ascissa del punto di partenza ; 
quindi si deduce la singolarissima proprietà della cicloide , che da qualunque 
punto della sua circonferenza si abbandoni il grave, esso arriva at punto 
infimo nello stesso tempo. Per la qual cosa la cicloide si dice tautocrona. 

201. Allorché il grave sarà giunto in B dopo la discesa per l’arco MB, 
salirà in virtù della velocità prcconccpita per l'arco BM', ed il suo moto si 
estinguerà nel punto M' ugualmente allo sopra l’orizzonte che il punto M di 
partenza. Sarà poi agevole il dimostrare che in ciascun punto N' della salita 
la velocità è la stessa che nel ponto omologo della discesa, ossia nel punto N 
corrispondente alla medesima ascissa verticale. Inoltre arrivalo il mobile al 
punto M' ricadrà subito per M'B e risalirà per BM , ricalcando cosi infi- 
nite volto la stessa traccia. Finalmente il tempo della salila per BM' sarà 


- uguale a quello della discesa per MB. 

202. Proponiamoci ora di determinare la pressione K che ha luogo in 
un punto qualunque N della cicloide. Ad ottenerla più agevolmente, rappre- 
sentiamo con s non più l’arco MN percorso dal grave, ma l’arco BN che re- 
sta a percorrersi dal medesimo per giungere al punto infimo B. Avremo 


Quindi saranno 


— , , V‘2a dx \fadx 

* = \2ax , donde di = — = — — . 

2V* \/2x 


ds J =- 


Iuoltre si avranno 


2x V‘2x ’ rf* 2 ' 


a\/adx 

2xV'2x 


dy* = di , — dx l = - 


dx 2 — 


a — 2x 


*■%- 

dx 


Adunque 


V— 

V 2* 




di 1 

dx d 2 y — dy d 2 x 


ax j— 


Essendo poi 


dy — dx ' 


fa — 2x 


e di — 


V2x ’ 
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si otterrà mediante la divisione della prima per la seconda forinola 


. dy J a — '2x 

_ =y - 

Finalmente osservando che parallela mente all’asse delle x si ita la forra 
X — — </ , o che parallelamente all’asse delle y si ha ¥ = 0 , risulterà 
la cercata pressione espressa nel modo seguente (198. 200) 

^ <J<hl i — 2 g(h — x ) g a -f- 2/« — Ax 

d* P Va y/ a * — 2 ax Va Va — 2j? 

Questo valore poi essendo sempre negativo , la pressione farà angolo oltuso 
con l’asse positivo delle x ì c perciò sarà diretta secondo NK , e spingerà il 
grave contro la curva. 

203. Un grave discendendo dui punto A (fig.63.“) per la semicicloide AH, 
più presto giungerà al punto infimo II clic se discendesse per la corda AH. 

Dal punto A si abbassi la verticale AE, e dal punto R si alzi sopra di 
AB la perpendicolare RE la quale vada ad incontrare in E quella verticale. 


Avremo 


AE = AD + DE = AD-f 


(BP)V 

AD ; 


<-d osservando essere AD=*-a, BD = CA=^ X 2sr a = — sosti- 

2 2 4 4 

luendo otterremo 

. „ a i rV a a re ’a / ir’\ a 

ae =5+-ìc- ; 2='5+i-= ( 1 + 7> 

Su dunque un grave si abbandoni a se medesimo dal punto A , esso descri- 
verà (137) lo spazio AE in un tempo = 

tempo clic un grave impiega a discendere per la inclinala AB c uguale a 
quello elio lo stesso radendo verticalmente impiega a descrivere la retta AE 
(149). Adunque il tempo impiegalo da un grave a discendere per la corda 
ÀR sarà 




Aa 

1+ w 


Ora si è dimostrato (200) ebe il tempo che un grave impiega a discendere 
Mecc. 23 
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|n r la somicicloide Ali è - y - , ed inoltre si vede cbiarissiraamenle che 




Adunque ec. 

Ma la cicloide si trova essere la curva brachislocrona nel vuoto , la 
curva cioè AMB (f“J- &4*) fi* 0 un g ra 'e deve percorrere per discendere 
nel tehipo il piè breve senza alcuna velocità iniziale da un punto dato A ad 
uu altro punto B che sia ancora dato. 

Per determinare la natura di questa curva riferiamola ai tre assi orto- 
gonali OX , OY , OZ , o rappresentiamo con x , y , s le tre coordinate del 
punto M nel quale si trova il mobile alla line del tempo t, e dinotiamo con s 
|’ arc o AM che esso ha percorso in questo stesso tempo. Supponendo che 
l’asse OX sia verticale e diretto nel senso della gravità, ed indicando con A 

ds 

il valore di x corrispondente al punto A , si sa che la velocità — acquietala 


in 


M saià dovuta all’ altezza x — h, c che perciò si avrà 




Quindi facendo per brevità 


V 


, df , di 1 


in guisa che si abbia ds= udx , risulterà 

, — udx 

V* — h 

Adunque , chiamando k il valore di x corrispondente al punto B, e t' il tempo 
che il grave impiega per audarc dal punto A al puulo lì , noi avremo 

, — C k udx 

i'V2<j= T=- 

J v* — /* 

I 

Nel secondo membro, ponendo per brevità (x — li) * = .Y, e chiamando U 
l’ integrale che lo rappresenta, il problema si riduce a determinare la curva 
per la quale • 

lì— l Xudx 
J h 

c un minimo. 
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Sia » una quantità indipendente dalla x, ma infinitesima , tale cioè 
che, convergendo al firn. =0, possa prendersi tanto piccola quanto si vuole. 
Inoltre dinotino Sy, Ss due funzioni arbitrarie di x indipendenti fra loro, 
ed assoggettale solamente alla condizione di essere nulle perx = /i e per 
x = k , e di non divenire infinite per i valori di x compresi fra li e k. Fi- 
nalmente rappresentino V ed tt' ciò clic diventano i valori li cd u allorché 
in essi si sostituiscono y -f- ioy , e z -f- iSz ad y c s. Si avrà 

IP = j * Xu'dx , 


e questo integrale corrisponderà ad un’altra curva AM'B clic passa conte la 
curva cercala AMD per i punti A e D, e clic da questa si discosta tanto poco 
quanto si vuole. Dippiù avremo 

V'~U— P *(„' — u)dx ; 

./ h 

e supposto che la curva AMD sia quella della più breve discesa, la difi’erenza 
IT — V dovrà essere positiva, qualunque Siena i valori di Sy e di 3z , e qua- 
lunque sia il segno della quantità ». Ora sviluppando la differenza il' — il se- 
condo le potenze di », ed indicando con iSu il primo termine di questo svi- 
luppo, il primo termine dello sviluppo di li' — Il sarà » | XSudx; donde 

J h 

si conchiude che dovrà essere 


r* 

I XSudx = 0 . . • (a) , 

J a 


perchè se questa equazione non avesse luogo, la differenza U ' — li muterebbe 
il segno insieme con i. 

Questa condizione potrebbe sembrare comune al minimo ed al massimo 
di U ; imperciocché quando essa è soddisfatta, la differenza II' — li sarà in 
generale una quantità infinitesima del secondo ordine, ed avrà il segno me- 
desimo del coefficiente di C nel suo sviluppo; per conseguenza si darà luogo 
al massimo o al minimo secondo che questo coefficiente sarà negativo o po- 
sitivo. Ma egli c evidente che il tempo t' non è suscettibile di un massimo , 
e perciò nel problema della brarhistnerona il coefficiente di t 1 non può non 
essere positivo; sarà dunque sufficiente che si soddisfaccia alla condizione 
espressa dalla equazione (a). 

La quaulilà iSu per essere il primo termine dello sviluppo della diffe- 
renza ti' — u, esprimerà il differenziale di u preso per rapporto ad y c ; , 
allorché queste variabili si mutano rispettivamente in y -f- \Sy e z -jj- tè:. 
Avremo dunque 


I dy d . lèi/ 1 dz d.ioz 

,Su = -~-— — -4 ; 

U «X dx u dx dx 
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e siccome d.iSy — idSy , d.iSz = idSz , perciò sopprimendo il fattore « 
comune tanto al primo che al secondo membro, si avrà 

^ 1 dy dSy 1 ih dSs 

u dx dx ' t« dx dx ’ 


e quindi la equazione (*) diventerà 


’*X dy dSy i 
h u dx dx 



' b X ds dSz 
h ti dx dx 


dx — 0. 


Ma integrando per parti , ed osservando che per ipotesi le quantità Sy , $z 
sono nulle ai due limili x=h, * = /;, si ottengono 


'* A dy dSy 
I — dx 

A *i dx dx 


f k X dz dòz 
j i, ti dx dx 


dx = 





Adunque la precedente equazione si muterà in 



Ora Sy , 3z essendo funzioni arbitrarie di x , questo integrale non può essere 
nullo senza clic sia uulla la quantità compresa sotto il segno d’ integrazio- 
ne , per conseguenza si avrà 



Ma 3y , oz oltre all’essere arbitrarie souo ancora indipendenti fra loro. 
Bisognerà dunque clic i loro coefficienti sieno separatamente nulli nella equa- 
zione precedente , la quale perciò si decomporrà nelle due altre 


d 



= 0 , 
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Integrando queste equazioni avremo 

X dy _ Xds_ 
u dx ’ u dx 



rappresentando con a, a' le due costanti arbitrarie. Moltiplicando la prima 
dz dg 

per — e la seconda per—, e sottraendo l’una dall’altra, si ricaverà 

ilX (IX 




Integrando di nuovo, ed indicando con a" una terza costante arbitraria, 
otterremo 

a'y — az = a" , 


la qualo equazione rappresenta la proiezione della curva cercata nel pia- 
no YOZ. Ma essa appartiene ad una retta. Adunque questa curva sarà pia- 
na , ed il piano ebe la comprende sarà perpendicolare al piano YOZ. Ciò 
posto , prendiamo per ragione di semplicità il piano della curva per quello 
delle xy ; si avrà 




c si dovrà considerare solamente la prima delle equazioni (ft) } la quale di- 
venterà 


donde si dedurrà 


Ma X 2 = quindi 

x — h 


A 'dy = a Vdx 2 + dy 2 , 
adx 


dy = 


V Y J — a 2 


dy = 


aVx — h dx 


Vi — a 7 (x — h) 


Moltiplicando i due termini di questa frazione per V* — A, o ponendo — — 

Va 

invece di a, otterremo Gnalmente 


dy = 


(x — h) dx 


Vu(* — h) — (x — hp 


Digìtized by Google 



182 

Per integrare questa formola osserviamo cho si ha identicamente 

(x — h)dx ndx adx—2(x — h) dx 

Va(x— /«) — (*— hy 2Va(ar— /»)-—(* — h)* 2 Va(* — /•)— (x—hj 1 

dippiù 


adx 


2 dx 


2V«(* — à) — (x — h) 2 2 Va I -[a — 2(x — h)f 

-d(^- ,tT ) 

^ T o'— 2 (jì— A) y ‘ 

Laonde indicando con /»' la costante arbitraria che rappresenta il valore di y 
corrispondente ad x = h , si avrà 

y — /i'=- a. afe ^eos = ^ <*(* — /i) — (* — hy , 


la quale equazione appartiene evidentemente ad una cicloide la cui base è 
orizzontale c passa pel punto di partenza A del mobile , ed il cui cerchio ge- 
neratore ha il diametro —a. E con ciò resta dimostrato che la curva bra- 
chistocrona è una cicloide. Se si dinoti con k! il valore di y corrispondente 
ad x = otterremo 

k ' — b' = ^ a. are feos = ^ — V a(/t — h ) — (k — Hy . 


Ora le coordinale /i , h' e k, k' dei punti A , B sono date; questa ultima 
equazione dunque determinerà la costante a , ed il precedente valore di y 
non conterrà che quantità cognite. 

Osserviamo che 


are 


= are ^ sen = 


■■are 



C i=2 f= 2 )‘] 

2Va(x - 

-h) _(, x-hy\ 


« ) 

\/ a(x — 

h) — (x — h)\ 

1 ; ’ 

-a ' 

2 


«le 
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1 / — à) — ( x — hY\ / 

y — h ss -a. are ( j ) — V«(x— /») — (x — A)‘ , 

2 

la quale più evidentemente ancora ci si dimostra appartenere ad una ci- ' 
cloide. 

Mediante il valore di dij si ba 


_ i /77^-i A , («-*7 ^ 

V/ + dx*-V + «(* - h) ~(x- h) 1 - 5 


quindi sarà 


l’* Vadx _ / a— 2 (k — h)\ 

IV 2g = \ = Va. arci co» — - ) 

J * V a(x — h ) — (x — li)' 1 \ a ) 


e conseguentemente 
t 


, = V^- arc ( cos 


a — 2(fc — lì) 


! ) 


dinoterà il più breve tempo che il mobile possa impiegare a discendere dal 
punto A al punto B. 

Finalmente se questi due punti sono situati in una stessa retta vertica- 
le, sarà k' = h'. Ora a questa condizione si soddisfa col prendere a = oc . 
Infatti avendosi 


k'-h' = -a.arc (un = 2Va(fc *0 (* _ g^ _ y a (k—h)-(k-hy, 

nel caso di a = oo potrà nel secondo membro di questa equazione all'arco 
sostituirsi il seno , per la qual rosa lo stesso secondo membro si ridurrà a 
zero, donde si ricaverà k 1 = h'. Nella ipotesi poi di a = oo il valore di tj si 
riduce ad h ' , e ciò vuol dire ebe il mobile non mai si scosterà dalla dire- 
zione verticale, li valore di (' diventerà ancora 



à)_ (à — hy 

a 


V 9 


«•he è (137) effettivamente il tempo che un grave impiega a discendere per 
l’altezza k — h del punto A sopra il punto B. 
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204. Sia MBA' ( fìg . 65 . •) on arco di cerchio ; radendo per esso nn 
jrrave dal punto M , proponiamoci di determinare la velocità che questo gra- 
ve ha in ciascun punto N , ed il tempo impiegato a percorrere l’arco MN. 

Le coordinate BQ , QN del punto N si dinotino con x, y , l’arco BN si 
ponga =s, e l’ascissa BP del punto di partenza = /i. La velocità e che il 
grave avrà nel punto N sarà dovuta all’ altezza PQ = h — x, sarà cioè uguale 
a quella che il medesimo grave acquisterebbe discendendo per questa altez- 
za ; adunque 

t> = V2 g(h — x). 


Determiniamo ora il tempo t che il mobile impiega a discendere per 
MN. Si dill’erenzii la equazione del cerchio y*=2 ax — x 1 , avremo 


donde si dedurrà 


e quindi 


<iy 


(a — x) dx 

V'2nx — x 3 


<Zs= yjdx* + dii 1 


adx 

\2ux — x^ 


d s a dx 

v \f2g V (A — x)(2ax — x t ) 


Ma osservando che 1’ arco s diminuisce al crescere del tempo < si ha 

,!<== — —. Adunque sarà 

v 


di — 


a dx 

\/'l(j V (li — xj (2 ax — »*) 


•••(»). 


In quale equazione integrata da as = /i sino ad x = 0 darebbe il tempo T 
della totale discesa da M sino al punto infimo B. 

Ma siffatta equazione non può integrarsi elio per serie. Si ottiene poi 
una serie convergente, scrivendo la equazione nella forma seguente 



e sviluppando il numeratore con la formola di Newton che dà 

/ x\_L 1 x 1.3 x* 1.3.5 x’ 

~ Tu) ’ = 1 + 2 2Ò + 27T4o r+ 2.4.«8Ò : 
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In tal guisa il di verrà espresso mediante una serie d' infiniti termini tulli del- 
Ax'dx 

la forma ■ ■ Per le regole del calcolo sublime l' integrale di ciascuno 

Vhx — x* 

di questi termini si fa dipendere dall' integrale — ( — — * il quale io* 

'' l /ili* — x 1 

tegrale preso da x = h sino ad x = 0 risulta = *r. Con (al procedimento 
si troverebbe (‘) 

„ *.Af. . f l Y h , . /l .3.5\ * .A* ) 

ÙV j{ 1+ VV 2a \2 . 4 / 4a 1+ V2.4.c) 8« J + ' • 


(*j Abbiamo 
iti 


1 \f a j dx 1 I xdx 1.3 I x % dx 

2 \Ux-~x* 2 %t V/ix— x* f 4u l Y/ix— .t* 


V/u 

1.3.5 1 xV/i' 


sarà perciò 

r=l\/ 


Ora rial calcolo integrale avemln 
(' x'ilx 


2 4-fiSo 1 Va»— x* 

xr/x 1.5 1 ('0 

Ax — X* 

2a ,,a ’ J a VÀ7 

1.5.5 1 

j' 11 x Vx 

2.4.0 8./ 

H V /i.r — a:* 

+ 

1 

l)A (’ xi-ulx 


risulterà 


J O xVx _ ( 2 y — l)fc fO .rr— rò- 
fcV/ij: — ? .) (I Vira; — x’ 


e quindi si dedurranno 


’O rie 


J 'O xr/x l /f f n r/x 

A VAx — x’ 2 J h VAx — x' 

r o x'iix 5 r e xdx 1.5 t co 

JftV/ix — x' ■* J A VAx — X* 2 ‘® J A VAx — X* 

J ’O J ! (l» 5^ i'0 xVso 1.5.5 TO </x 

aYAx — x* ® JaVAx — x’ 2.4.6 J j,V/ix — x* 


Mtcc. 


ec. ec. 


24 
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la qual serie è convergente perché h si prende sempre minore di a. Se 
l’ascissa h è piccolissima in confronto dia, mollo più lo sarà l’ ascissa * , 
ed in tal caso potendosi trascurare il quadrato x 1 in confronto di 2ax , la 
equazione (y) si ridurrà a 



simile affatto a quella che appartiene alla cicloide (200). 

Dal che si scorge che gli archi circolari dei quali la saetta è molto pic- 
cola in confronto del raggio , ossia gli archi circolari di pochissimi gradi , 
godono al pari della cicloide di quella singolare proprietà , che da qualunque 
punto dell’arco si lasci cadere un grave, esso arriva al punto iofirno nello 
ne 

stesso tempo 1 = - 

205. Per conoscere la pressione K che ha luogo nel punto N si faccia 
nella espressione generale 

Xdy — Ydx t) 1 

ih p 

dii a — x /— 

X = — g , F = 0 , — = , v — \2ij(Iì — x) , p = a ; avremo 



K 


(li* — x) 

a 


2; /(/» — *) 

a 


l( a + 2li — 3x), 
a 


il qua) valore essendo sempre negativo ci dimostra che la pressione è diretta 
sempre nel senso Nll. 

206. Sia lo stesso arco circolare AbÀ 1 posto al rovescio , ed il grave 
collocato nel punto m discenda pel convesso della circonferenza. Domandasi 
la velocità v, e la pressione K in- ciascun punto n. 

La velocita sarà dovuta all'altezza pq , e quindi fatto bq=x, bp=/t, 


Laonde sosiiluendo questi valori nella forinola superiore si otterrà 
T. 


1. Ja r 0 che f /I \'h /1.3\*fc* /t.3.5\’à J » 

+ (2.4.6; 8 ? + "T 

Ma essendo 

(" <ix / 2-r — f0 dx 

— t 1 — —are I cos—' 1 + C , si ha — | — — *. 

J Vàx— *■ V h y J aVà-v-x* 


Adunque cc. 
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v — ^2 g(x — A). 

Ed essendo X = g , V = 0 , avremo la pressione 

« a a ' ' ' 

a 4- 2h 

Menlre * < — - — , risulterà K positiva , la pressione cioè farà angolo 

u 

acato con l' asse positivo delle x , e perciò sarà diretta secondo nr. Quando 

a + 2h a 4- 2h 

x — — - — , verrà K = 0. Diventando *> — - — si farà K negativa 

u u 

ed il mobile sarà fuggito via dalla curva. Adunque il grave descriverà sul 

d **f“ 2A 

cerchio l’arco mt terminato dall’ascissa bs = — - — corrispondente alla 

a -f- 2 h a — h 

saetta ps = bs — bp — — h : 


3 

— - Cp. Giunto in t scapperà 

o o o 

fuori della curva descrivendo (165) una parabola che avrà la tangente co- 
mune col cerchio nel punto t, il diametro verticale, ed il parametro = 4ps. 

-> \ 

CAPO Vili. 

DEL MOTO DEI PENDOLI. 

207. Rimossa ogni resistenza ed ogni impulso straniero , le oscillazioni di 
un pendolo grave continuano all' infinito uguali fra loro ed isocrone. 

Iofatti dalle cose dette nei numeri 136: 2.“, 198:2.°, 201 apparisce che 
il grave salirà in pari tempo ad un’altezza uguale a quella dalla quale disce- 
se; indi ritornerà per la stessa via ricalcando senza fine l’arco che dapprima 
descrisse. _ 

E ciò è vero qual che ella siasi la curva che il pendolo oscillando de- 
scrive. Passiamo ora a vedere partitamente ciò che ha luogo nei pendoli che 
oscillano per archi cicloidali e circolari. 

208. Le oscillazioni per archi cicloidali di qualunque ampiezza sono isocrone. 

Ciò è chiaro pel numero 200. E se chiamiamo — a il diametro del eerchio 

generatore della cicloide , il tempo della mezza oscillazione per l’ arco MB 
ne /a 

( fig. 62 .° ) è= — y ~ > e quello della oscillazione intera, cioè della corsa per 

l’ arco MBM' è = ir \/~. 

V a 
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Essendo la cicloide evoluta di se medesima , si ottiene il pendolo cicloi- 
dale facendo oscillare il filo GB tra due lamine GA , GA' curvate a foggia di 
due semicicloidi AB , A'B. Dal che si vede che la lunghezza dei Glo GB dove 
essere doppia di GB, e perciò GB = a. 

In generale può farsi che il pendolo descriva una curva qualunque 
facendo muovere il filo Ira due lamine piegate secondo la evoluta di questa 
curva. Se il filo GB è libero, il pendolo descriverà un arco di cerchio. 

209. Le oscillazioni per archi circolari di piccol numero di gradi sono 
isocrone , qualunque siasi l' ampiezza dell' arco descritto , e sono sincrone a 
quelle di un pendolo cicloidale di uguale lunghezza. 

Infatti si ò dimostrato nel numero 204 che chiamando a il raggio del cer- 
chio , ossia la lunghezza del pendolo, sarà il tempo della mezza oscillazione 



e perciò quello della oscillazione intera sarà doppio. 


210. Paragonando fra loro le oscillazioni di due pendoli di diversa lun- 
ghezza o sieno essi cicloidali, ovvero ancora circolari , purché scorrano per 
piccoli archi di cerchio , i tempi delle oscillazioni sono come le radici quadrale 
delle lunghezze. 

Si deduce da un tal teorema che » numeri delle oscillazioni fatte nello 
stesso tempo sono inversamente come le radici quadrate delle lunghezze. È chiaro 
infatti che in due pendoli di diversa lunghezza, quanto è maggiore il tempo 
di una oscillazione dell’ uno riguardo ai tempo di una oscillazione dell’altro, 
tanto minor numero di oscillazioni farà il primo rispetto al secondo nello 
stesso tempo: i numeri cioè delle oscillazioni fatto nello stesso tempo sono 
inversamente come i tempi di uoa oscillazione ; aia questi tempi sono come 
le radici quadrate delle lunghezze. Adunque ec. 

Quindi agevolmente si risolveranno i seguenti problemi: l.° Date le 
lunghezze di due pendoli ed il numero delle oscillazioni di uno di questi falle 
in un dato tempo , trovare il numero delle oscillazioni fatte dall’altro nello 
stesso tempo. 

2.° Dati i numeri delle oscillazioni fatte da due pendoli id uno stesso 
tempo, e la lunghezza di uno di questi , determinare la lunghezza dell’altro. 

211. 11 pendolo del quale abbiamo finora parlato chiamasi pendolo sem- 
plice ; esso consiste in un punto pesante sospeso alla estremità di un filo che 
si suppone privo di gravità, inflessibile , inestensibile, ed attaccato pur l’al- 
tra estremità ad un punto fisso che non oppone ostacolo veruno al mo\ imento. 
Ma un tal pendolo è affatto ideale; ciò non ostante esso serve per paragonare 
con piò di agevolezza fra loro le durate delle oscillazioni dei diversi pendoli 
composti , dei pendoli cioè fisici dei quali si fa uso nella pratica. 

Adunque un pendolo fisico tanto più sarà perfetto quanto più si acco- 
sterà alla imitazione del pendolo semplice. Ordinariamente si fa uso di un 
apparecchio composto di un corpo solido sospeso alla estremità di una verga 
inflessibile attaccala per l’altra estremità sua ad un punto fisso intorno al 
quale può liberamente girare. Il puulo fisso ditesi punto di sospensione , c la 
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reità condona per questo punto parallela all’ orizzonte e perpendicolare al 
piano del cerchio descritto dal pendolo , chiamasi asse di oscillano™. 

^ 212. Oscillando un pendolo in un mezzo resistente, per esempio nel- 

l’aria le vibrazioni vanno gradatamente restringendosi in ampiezze sem- 
pre minori. Ciò nonostante, purché l’ampiezza iniziale sia piccola, e pic- 
cola ancora la resistenza del mezzo , come è realmente quella dell’ aria , que- 
sto vibrazioni quantunque disuguali si mantengono sensibilmente isocrone 
fra loro e, tenendo conto della resistenza dei mezzo, quasi isocrone a quelle 
di un pendolo della stessa lunghezza che liberamente oscilli nel vuoto. Siffatte 
cose si faranno evidenti risolvendo i problemi che seguono. 

213. Oscilli il pendolo per l’arco cicloidale MB31' partendosi dal punto 
Al', si cerca la velocità in ogni punto N dell arco. 7 a 

Qui oltre la gravità agisce la resistenza del mezzo espressa per gc u 
(139) , la qual forza è diretta secondo la tangente al punto dove si ' r °* a ll 
mobile in senso contrario al moto attuale. Ponendo BN = s , BQ — x > 
QN = y , e risolvendo questa forza secondo le x e le ;/, avremo le due com- 
ponenti 


Quindi saranno 

X=-g + gc‘v‘-, *=gc - *£5 

e conseguentemente (198) 

vdv = Xdx + Ydy = — gdx + gc’v'ds. 

Ora per la natura della cicloide s= V / làx r donde s 1 = 2ax, ed sds = adx. 
Adunque 

vdv = — - sds -f- gc 1 v 1 ds. 
a 

Moltiplicando questa equazione per 2a, e ponendo per brevità ’2gc — k , 
risulterà 

2 aedi? — ah v*ds = — 2 gsds } 

equazione differenziale che si rende integrabile moltiplicandola per « ( )• 


a ,dx , ^dy 

3 CV Js- 


dx 




(*) Nel calcolo sublime si dimostra clic quando nella equazione differenziale 
Mdv + Nds — 0 

si verifica che la espressione 

/v \ 17~ ’Tb) 
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(sfatti eseguendo questa moltiplicazione abbiamo 

2a tdv e~ l ‘ — akv*e-‘‘ds == — 2 g se~‘’ds : 

il primo membro é evidentemente il differenziale del prodotto aoV 4 ’ • il se 
condo membro poi si può integrare per parti io modo che si abbia ’ 

— S 2 g$<r ,, ds = ~ e~*‘ — ( ^ e~“ds = e~ lt + 
k J k k le 1 

Laonde si otterrà 


av J e~‘‘ = 


2 gs 

k 


H' + 2?*-" + coti. 


Chiamando A la velocità che avrà il grave giunto al punto infuno B , ad s = 0 
dovrà corrispondere » = avremo dunque per determinare la costante la se- 
guente equazione 

„ 2 g 

aA — — 4- cosi. , 

donde si dedurrà la . ■ ■ » 


.. 2 q 

cosi. =aA — — . 

k‘ 


Per la qual cosa si avrà sostituendo 




k ' + fe J * ‘ + aA1 jfc’ ’ 


v una funzione della sola f t o che la espressione 

M y dv 1/1 J 

è una funzione S «Iella sola il fattore che rende il primo suo membro un differenziale 
esalto, nel primo caso è e nel secondo è eJ id *. 

Ora nella equazione 


essendo 


vteolt» h'A 


Tard» + (2 gs — aki> % )ds = 0 

» 1 fd(2gs — aìtp % ) d.2ap\ 2akv 

2ap( d» di ) 2 av "^* 7 ** , 

■’ * L ’iV . er. '■tcìi.'. jtf*- 

*i avrà S=z — k,c perciò quel fattore sarà e -/ , *p=«-*'. 
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dalla quale si ricaverà 

= AV' +■ ^(1 + ks- t" )...(!). 

Questa formula ci dimostra il progresso della velocità nell’arco della discesa. ' 
Facendovi s negativo si avrà per l’ arco della salita la formola 

t>’ = A 1 <r“ + ^(i—ks — e-"). . . (2). 

Oli 

214. Trovare la relazione che poeta fra l'arco della discesa e quello della 
salila , in modo che dato il primo si conosca il secondo. 

Sia D l’arco della discesa, ed S quello della salita. Egli è manifesto che 
se nella equazione (1) faremo s = D, dovrà supporsi o=0; e se nella equa- 
zione (2) porremo s = S, dovrà parimente farsi t>=0. Dalla prima dunque 
otterremo 

^-= — e- lD (l + kD — e‘°) , 

io 

e dalla seconda 

- ^ = - e“(l — kS — e- ts ). 

2 9 v ’ 

Uguagliando fra loro queste due espressioni della stessa quantità , 

2</ 

avremo la cercala relazione fra i due archi /) , S per mezzo della seguente 
equazione 

e~ tD (i +kD)=e kS (i — US). 

Sostituendo agli esponenziali e ~ iD , e 15 i loro sviluppi > verrà 

( 1 - kit + 1 k'D' - ^k'D' + — k'B> - .,.)(• = 

'**••/ ***** • ^ '• . o 

= ( 1 + kS + ì k'S 5 + j^k'S' kS). 

Eseguendo le indicale moltiplicazioni , riducendo i termini simili , togliendo 
la unità dall’uno e dall'altro membro, mutando i segni a tutti i termini della 
equazione , e lilialmente dividendo per k\ si giungerà alla seguente ugua- 
glianza 

+ g k ' D ' — •••= a 5‘ s ' 1 + l ks% + + ... 
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Suppongasi ora 

S = D — mD' + nD' i 

avremo 

1d’— ì AD 5 + gA’D’ — . =Ìd’ — mD’+lm’D*... 

+ lfcD’+ n^... 
— AmZy. . . 
+ 

e quindi per determinare i coefficienti in, . ricaveremo 

_lfc = — m 4-ì/c , § fc, = ^ m, + n — + 

dalle quali equazioni si dedurranno 



Adunque sarà 

S= =D-lkD' + lk'D‘-... 

Se l’arco D sia piccolo, e piccola aucora la resistenza, pochi termini 
della serie basteranno. Noi ci fermeremo nei primi Ire disprezzando le po- 
tenze di k superiori al quadrato. ... 

215. Nella prima oscillazione conosciuto l'arco della salila in funzione 
dell'arco della discesa, trovare gli archi delle salile delle seguenti oscillazioni 
in funzione ancora dell ‘ arco della prima discesa. 

Nella seconda oscillazione, cioè nel ritorno del pendolo, l’arco della 
discesa cssondo S , quello della salita sarà (214) 

«_**• +*.?*. ***♦*•’ 

In questa forinola poi sostituendo ad S il suo valore in D trovalo preceden- 
temente, poscia sviluppando, c fermandosi ai termini affetti dalla seconda 
potenza di k, avremo l’arco della salila nella seconda oscillazione espresso 
pure in funzione di D mediante la formola 

4 16 
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D-^klP + -2'k'D'. 

3 9 

Si troverebbe in un modo analogo al precedente l’ arco della salita nella lena 
oscillazione espresso per mezzo della forinola 

D — ^3/tD 1 •+- - yk’ > D > . 

«5 9 . 

G cosi appresso fino all’arco della salita nella n 1 ’" oscillazione, il qnalo ver- 
rebbe espresso come segoe 

D — l n kD % + - n 

3 9 

E cosi dopo n oscillazioni la differenza fra l’arco della prima discesa e quello 
della ultima salila sarà 

lnkD , — -n 2 k 1 D i . 

3 9 

Di qui si vede come e per quali gradi la corsa del pendolo vada accorciandosi. 
Ed è da notarsi che siffatto accorciamento non dipende punto dalla lunghezza 
del pendolo. 

216. Trovare il punto nel quale il grave discendendo acquista la massima 
velocità G. 

Differenziando la equazione (1), la quale ci dà la velocità nell’ arco 
della discesa , abbiamo 

2 vdv — kA'e’ds + ^ ( 1 —e t4 )d*i 
ak 7 

quindi la equazione del massimo sarà 

MV' 4- _f (1_«M==0. 

ak 

Supponiamo ora che il grave discendendo acquisti in F la massima velocità, 
dinotando con S, l’ arco BF , avremo 

ak 

Mecc. 
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donde si ricavano 


... f . ak 7 A*\ ak 


ah* A* 

w 


, . akM* , 

Pongasi per brevità - ^ - = n , sara 


e prendendo i logaritmi 


e - * s « =1 — h , 


— kS. = /'(I — k). 


Sviluppando in serie il /'( 1 — k), e cambiando i segni a tulli i termini della 
equazione , risulterà 

Ora si ha (214) 

h = -V— = — <-"(1 +kD— O = 1 - *-“>(1 + kl))= 

2g 

= ^/c 3 Z> a — 1 Jt 5 Z> v + ? fc’JD* 

2 ìi o 

Adunque sostituendo c riducendo si ricaverà 

*5, fc’i) 1 - ^ k 5 D 5 + jk'D'* — . . . , 

2 3 • 4 


c quindi 


S,=^kìf — i-k'D' + ^k'D'-.., 


Questa serie nella quale la legge dei termini c manifestissima, determina il 
punto dove è massima la velocità; il valore poi di questa velocità si ottiene 
dalla equazione (1) facendo in essa contemporaneamente s = S, , e v — C. 
Avremo per tal guisa 


donde 


C 1 = AV>y. + J (1 + fcs. 


«* s 0, 


ak^C 1 
2 g 


1 -), fcS, _ <*■*. 


0 


okM’N 

2» a 
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Ma qui sopra si è dimostralo che 


«w. 1 




Adunque 




217. Poste le stesse cose si cerca il tempo della intera rorsa del pendolo 
per l'arco MBM'. 

Giova cercar prima il tempo della discesa per l’ arco MF , indi il tempo 
impiegato a descrivere l’arco FM', e sommare poscia questi due tempi. Os- 
serviamo pertanto che la equazione (I) si può scrivere nella seguente 
maniera 

a*V ak 2 A 2 , , 

Si faccia MF = q e si sostituisca in questa equazione q -f-S. ad s, risulterà 

:Ei’ = ù I£^s. + , + % + h. _ 

2 9 2 9 

Ma nel numero precedente bì è dimostrato che 

e~ ks ‘ — i — donde 5££ = 1 - ; 


2 9 


2 9 


quindi sarà 


Dippiii si ha 


si avrà dunque 


okV 

~W 


= 1 +kq + kS, — e 1 . 


kS, 


ak 2 C 2 

:_ 2 T ; 


ak 1 

— (C° — e 1 ) = e‘» — 1 — kq. 

2 g 


Ponendo - ( C 2 — o J ) = u 1 , sviluppando 1’ esponenziale e 11 , e dividendo la 
Q 
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equazione risultante per —, otterremo 


Facciasi ora 

q = u — m,u 2 + «,u 5 — . .. , 
avremo la equazione identica 

w I = « J — 2m,u 1 -t- 2n,u* . . . 

+ j + m. V. . . 

— icm.M*... 

+ T 2 ™~ 

la quale per la determinazione dei coefficienti nt, n. .. 
seguenti equazioni 

V ■ ' 

2w, -f- -k = 0 , 2n,4-m, 1 — 


12 


dalle quali ricaveremo 
Sarà dunque 


- k 


,~u-{ks+±r,‘-.:. 


Ma si ha s = q -f- S t , e quindi ds = dq. Àdunq 


uc 


ds = du — ~ hudu + . . . 

Inoltre dalla equazione — (C 3 — e 2 ) = ti 2 ricaviamo 
9 


• somministra le 


= 0 ,... 


vopnnlt «ivj: 
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ponendo per brevità i 2 = , donde o=CVl- *V. Premesse quesle 

coso la equazione dts== ci darà 

tJ 

(= i) r -*» i ft r -■*« ■ 1 P r - » 

^ l * VI— -ÌV ^ J 12 J y'j I ’ 

avvertendo di estendere gl’ integrati da e = 0 fino a o = C, ovvero da 

« = ~—C \ì - fino ad u = 0. 

Facciamoci ora a trovare i valori di siffatti integrali. Noi sappiamo che 

f — du 1 *— d.i’u 1 

| 1 : — t I — — » = — are (mt ±= in) 

J Vi— Tv * J Vi — iV » 

e conseguentemente ai troverà 

f 0 — du *• icCVa 

J ‘ Vi— «V~ 2 . _ 2 Vp 

In secondo luogo si sa che, ^ v i- 

J Vt _ ,V *” J 2 Vi — «V ,;t ’ 


c perciò si avrà 


- t ™ 


i'° —udu _ | aC 1 

•'iVi— *v 


in terzo luogo integrando per parti troveremo 

dU -c=ìttVl — «V— icTVl — iVrf« = 


J 




Vi - <v * 

3 ,i„vi^v-i ro r >v ^ 

^ . ;--pj ytirs? 

^iuvrrv-i-i i'-^i — 

* * J vf— rv ^ vT^Vm 


; ? 
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donde si dedarrà 


f —tt’du 1 ./; — , 1 f —du 


e quindi 


= 2?“^! — +27< M-c ^ eo! “ * u ) » 

J o — uMw ir icC'aS/a 

tV'i—tV 4i ‘ 4^ ’ 


In simil guisa si troverebbero gl’integrali seguenti. Laonde sarà 
K \fa akC _^*atfa/c 2 (? 

2 Vg 48 gVg 

il tempo della discesa per MF. ( 

Per avere il tempo che il pendolo impiega a percorrere l’ arco FM' , 
poniamo FM' — q‘,e BM' = s , sarà q‘ = s S , , ed * = q‘ — S,. Sosti- 
tuendo questo valore di s nella equazione (2) , la quale dà la velocità nel- 
l’ arco della salita , otterremo 


ofcV ak'A* 


= _ Le-tj'+W. + 1 _ kq' + kS, — #-**"***». 


2 9 2 g 


Ora (216) 
sarà dunque 


si avrà 


ak 2 A 2 


= 1 — e _tey ' ; 


• 2 g 


— i -kq' + kS, — «“*«' : 
2 9 


kS.=- 


ak'C 1 


2 g 


nk 1 


a*a«i m - /il r ; i y 

Supponendo come sopra -(C 1 — e 5 ) = u* , sviluppando l’esponenziale 
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K 

e dividendo la risultante equazione per — , si otterrà 
i ?==q*--lkq ,i +~k , q' 1 '— ... 

Sia ora 

avremo la equazione identica 

u'=u‘ + 2Mu i + 2 2VK*..-. 

— -ku’ + JfV... 

— kMu* . . . 

+ è* v - 


la^fliialc per la determinazione dei coefficienti M, N,. . . ci darà le seguenti 


toni 


2M--fe = 0, 2N + 3r-kM + -^P = 0,... 

dalle quali si dedurranno 


Adunque si avrà 




+ Jh.-+l»v + . 


Ciò posto , dicasi t' il tempo della salila per F intero arco FM', avremo 


di da' 

di' =~=-L. Ma 


v o 


dq' = du + ^ frutto + ^ frVtto + . . . 

v = C\/i—-±-y = CVi — iV. 
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Adunque sostitnendo ed integrando , otterremo 

i quali integrali debbono estendersi da » =. C fino a o = 0 , cioè da u = 0 


quindi si ricava 


Dippiù 


donde si deduce 


i ba 

du 

1 

Vi— «v 

t 

i 


fi <*« 

7C 

•' oVl — »v 

"2. 

f udu 

1 

J Vi — «V 


! 


^7 udu 

_1 


ir i rCVa 
2 Vg’ 


Inoltre 


v^T 

e perciò si ricava 


oVT 

J u’(/u i « 1 

— «Vi — «V — — - arc(eoj = iu) , 

Vi-*v 2.» y ’ 


f< u*du * irC'aVò 
J 0 Vi — «V 4»' s 4gVj ’ 


E così appresso. Laonde sostituendo avremo 

*V7 ; alce , »a\Sfc*C® . 

* — — 7^: "t" 71 I ~ r • • • 

2 y 9 *9 48 g\/g 

Sommando i due (empi t , I* si otterrà il cercato tempo della intera 
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corsa del pendolo per l’arco MBM' espresso per 

*Va l o*y 

/“ 1 1 I O f. - 


Vff t 24? 


+ 


}• 


218. Abbiamo (216) 


alfC 1 111 

-5-= 5 w-iwr+*M^... 

Ponendo questo valore nella espressione precedente sarà il tempo della oscil- 
lazionc r 


^' + Ù k ’r-k'‘ D ‘+Ì **--- •)• 

«Va 


Nel vuoto il tempo della oscillazione sarebbe stato (208). Adun- 
que la resistenza del mezzo ritarda alquanto la oscillazione. Ben si scorge 
però che , supponendo che k e D sieno piccolissime frazioni , questo ritardo 
del pendolo oscillante nel mezzo sopra di quello che oscilla nel vuoto è quasi 
insensibile, e sempre più lo diviene a misura che restringendosi le oscilla- 
zioni va decrescendo l’arco della discesa. 

219. A più forte ragione è insensibile il divario del tempo da una 
oscillazione all’ altra. Infatti nella seconda oscillazione essendo S l’arco della 


discesa , sarà (218) il tempo in cui essa si compirà 

Vg 


‘R'ifa 1 i 


Ma (214) 


S^D-^kir+ik'D'i 


verrà dunque un (al tempo espresso per 

Adunque la seconda oscillazione è più breve della prima ; ma la differenza 
fra il tempo in cui si compie la prima ed il tempo in cui si compie la se- 
conda , cioè la quantità 


Altee. 


fo---)’ 


26 
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nella ipolesi in coi ci troviamo di k e D piccolissimi , é disprezzabile. 

Pertanto quantunque nei mezzi resistenti nella ragione del quadralo 
della velocità la cicloide non sia rigorosamente tautocrona , e le oscillazioni 
si vadano affrettando a misura che si restringono , pure quando gli archi 
sieno piccoli , e piccola eziandio la resistenza , si può trascurare il divario. 

220. Tultocciò che si è detto dei pendoli cicloidali si può trasferire ai 
circolari nella supposizione che la corsa del pendolo sia limitata ad archi 
di piccola ampiezza. Adunque anche io questi pendoli la resistenza dell’aria 
va sensibilmente stringendo le oscillazioni senza turbarne sensibilmente l'iso- 
cronismo. 


FINE DEL LIBRO SKCONDO. 
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LIBRO TERZO 


DEL MOTO DEI SISTEMI 

DI FORMA INVARIABILE 


CAPO I. 


DEI MOMENTI D* INERZIA E DEGLI ASSI PRINCIPALI. 


221. Abbiamo nel libro precedente considerato il moto di un corpo 
solido come se questo fosse un punto ovvero un atomo materiale; passiamo 
ora a considerare il moto del corpo stesso quale realmente ci vien presentato 
dalla natura , cioè come un sistema invariabile di punti o di elementi mate- 
riali. La determinazione poi del moto di un corpo solido esige la conside- 
razione di certi integrali definiti presi in tutta la estensione del medesimo 
corpo ; bisognerà quindi prima di tutto studiare le proprietà di siffatti inte- 
grali. 

G qui fa d’uopo notare che i corpi essendo composti di molecole se^- 
parate le une dalle altre per intervalli estremamente piccoli , non vi ha 
rigorosamente parlando continuità nella materia che li forma. Ciò non ostan- 
te, quante volte non si considera che l’azione delle forze esteriori, niun 
inconveniente nasce dal concepire la materia ripartita nella totalità del vo- 
lume occupato dal corpo in guisa cho in ciascuna parte piccolissima di un 
tal volume, la quale tuttavia può contenere un numero grande di molecole, 
vi abbia la medesima quantità di massa che prima. Questa supposizione ren- 
derà molto più facile il calcolo, e nell’ (stesso tempo le forze esteriori non 
variando sensibilmente da una molecola all'altra vicinissima, non ne risul- 
terà alcuna differenza sensibile nelle azioni esercitate sulle diverse parti del 
corpo. 

222. Chiamasi momento d’inerzia di un sistema rispetto ad un'asse, la 
somma dei prodotti che nascono moltiplicando ciascun elemento del sistema 
pel quadralo della sua distanza dall’asse. Donde si deduce che il momento 
d’inerzia è sempre una quantità positiva, e sempre crescente al crescere 
della massa del sistema, e della distanza dall’asse. 

Sia 5 il momento d’inerzia di un sistema rispetto ad uo asse che passa 
pel suo centro di gravità ; S' il momento d’ inerzia dello stesso sistema ri- 
spetto ad un’asse parallelo al primo, e distante da esso per l’ intervallo k; 
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si dica finalmente M la massa del sistema. Sarà 

S' = S + MK‘. 

Sia QQ' ( fig. 55.*) l’asse condotto pel centro di gravità del sistema, 
00' l’asse parallelo al primo. Sia in M un’elemento infinitesimo del sistema 
del quale elemento dinoteremo la massa con Ai/. Per M si conduca un piano 
perpendicolare agli assi QQ', 00' dal quale questi sieno secali nei punti 
Q',0. Si congiungano questi punti col punto M per mezzo delle rette MQ',MO. 
Finalmente si tiri OQ' sulla quale prolungata se Ga d’uopo cade dal punto M 
la perpendicolare MP. Sarà 

S = 2.(MQ') 2 AJf, S'=2.(M0)’Ai/. 

Ora noi abbiamo 

(M0) 2 = (MP) 2 + (0P) 2 = (MQ') 2 — (PQ') 2 + (OQ' + PQ') 2 = 

= (MQ') 2 +(0Q') 2 + 20Q'.PQ'. 

Sostituendo quindi questo valore in quello di S' , ed avvertendo essere 
OQ' = k , e 2; . A 31 — M , avremo 

S' = S + d/fc 2 + 2fcS. AJf.PQ'. 

•> 

Ciò posto , si faccia per l’ asse QQ' normalmente allo retta OQ' passare un 
piano; il prodotto AJ/.PQ' esprimerà il momento dell’elemento A M riferito 
a questo piano, e 2-AJ/.PQ' sarà la somma dei momenti di tutti gli ele- 
menti del sistema pur rispetto allo stesso piano. Ma un tal piano passa pel 
centro di gravità del sistema. Adunque (28) 2.AJf.PQ' = 0; e conse- 
guentemente 

S' = S + Mk\ 

223. Riferendo il sistema a tre assi ortogonali OX, OY , OZ , c chia- 
mando x, y, i le coordinale del punto M cui corrisponde l’elemento A.l/ , 
esprimerà eviduntemenlo 

2.(x 2 + y’)A.»/ 

il momento d’inerzia del sistema rispetto all’asse OZ , come pure 
S.(x 2 + s 2 )A il, 2.(y 2 + s 2 )A.V 

dinoteranno i momenti d’ inerzia del sistema medesimo rispetto agli assi 
OY , OX. 

Ciò posto, ecco come si può rendere più generale la proposizione del 
numero precedente. Dato il momenti) d’ inerzia di un sistema rispetto ad un 
asse qualunque , si può sempre ottenere il momento d' inerzia dello stesso siste- 
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ma rispetto ad un’ altro asu parallelo al primo , e da questo distante per l’ in- 
tervallo k. 

Si prenda il primo per l’asse delle z e si faccia passare il piano delle 
pel secondo. Si dinoli con 5 il dato momento d’inerzia dei sistema per 
rapporto all’ asse delle z ; l’ altro S‘ che si riferisce all’ asse parallelo avrà 
per espressione 

S' = 2 • [(*— k) 2 +y' ]AJ/= 2 • - 2*2.a:AJf+k , 2. Ail = 

= S -2kMX+ MI?, 

dinotando con X l’ascissa del centro di gravità del sistema. 

Se il primo asse si suppone passare per il centro di gravità del sistema , 
essendosi esso preso per l’asse delle z sarà A' = 0 , e quindi si avrà come nel 
numero precedente. 

S' = S + Mk\ 

Questo momento 5' non dipende dunque della posizione assoluta del- 
l’asse al quale si riferisce ma solamente dalla sua distanza da quello delle ». 
Quindi conseguita !.° che il momento d'inerzia di un sistema è lo stesso per 
rapporto a tutte le generatrici di un cilindro retto qualunque a base circo- 
lare del quale l’ asse passi pel centro di gravità del sistema medesimo. 2.° Che 
se si considerino i momenti d' inerzia per rapporto a due assi paralleli qua- 
lunque , la loro differenza è uguale alla massa del sistema moltiplicata per 
la differenza dei quadrati delle rispettive distanze di questi assi dal centro di 
gravità dello stesso sistema. Infatti essendo S' =S + MI? il momento d’ iner- 
zia rispetto ad un asse distante dal centro di gravità del sistema per la quan- 
tità k, sarà S" =5’ + Mk'* il momento d’inerzia dello stesso sistema ri- 
spetto ad un asse parallelo al precedente e distante dal suo centro di gravità 
per l’ intervallo k'. Sottraendo l'un momento dall’altro otterrassi 

5' — S" = M(k* — k' 1 ). 

3.° Che di lutti gli assi paralleli ad una data direzione, quello che passa per 
il centro di gravità del sistema dà il minimo momento d’ inerzia. 

224. Dividendo la massa del sistema in un numero di parti piccolissi- 
me, e facendo la somma dei prodotti di ciascuna particella pel quadrato 
della sua distanza dall’asse, questa somma differirà certamente da quella che 
si otterrebbe se ciascuna delle dette parti si dividesse in altre pii) piccole ; e 
se la divisione si prolungasse indefinitamente , le somme di quei prodotti 
convergerebbero come si sa dal calcolo integrale (*) verso l’ integrale definito 
del differenziale della massa moltiplicato pel quadrato della sua distanza dal- 
l’asse. Ora il momento d’inerzia non deve mutare, aocorché ciascuno de- 
gli elementi in cui si è divisa la massa del sistema si voglia supporre diviso 


(*) Si cousuili il numero del terzo volume del mio corso di matematiche pure. 
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in altri più piccoli. Dunque il momento d'inerzia di un sistema rispetto ad 
un asse non è altro che l’integrale definito del differenziale della massa mol- 
tiplicalo pel quadrato della sua distanza dall’ asse. 

Dal detto ricavasi che per trovare il momento d’ inerzia di un dato si- 
stema rispetto ad un asse dato, bisognerà esprimere analiticamente per mezzo 
delle coordinate rettilinee o angolari il prodotto del differenziale dM pel qua- 
drato della sua distanza dall’asse , e quindi integrare per tutta la estensione 
del sistema. Nel che fare si potrà prendere invece dell’asse dato un altro 
qualunque ad esso parallelo , ove ciò serva ad agevolare il calcolo , poten- 
dosi poscia per il numero 223 trasferire agevolmente il momento trovato da 
un asse all’altro. 

225. Cercasi talora il momento d’inerzia delle linee o figure geometri- 
che, attribuendo alle loro parli una massa proporzionale alla loro estensio- 
ne , considerandole cioè come altrettanti corpi omogenei e di uniforme den- 
sità. Assegneremo qui il momento d’ inerzia di alcune ligure più semplici 
illustrando cosi il metodo accennato qui sopra con varii esempii. 

1 .» Trovare il momento d' inerzia di una retta di una lunghezza data 
rispetto all’ asse innalzato perpendicolarmente alla retta stessa in una delle sue 
estremità. 

Dinotando con x una parte variabile della retta contala dal piede del- 
l’asse, sarà dx l’elemento differenziale , ed x la sua distanza dai medesimo 
asse; laonde, chiamando a la lunghezza della retta, il momento cercato sarà 



In questo esempio come pure nei seguenti riterremo la lettera M per dino- 
tare la massa del sistema. Qui si ha M = a , e perciò il momento d’ inerzia 

si esprimerà ancora con — J/a\ 

Se 1’ asse fosse elevato sul centro di gravità della data retta , ossia sul 
suo punto di mezzo, il momento d’inerzia sarebbe (222.223) 



2. " Trovare il momento d’inerzia della circonferenza di un dato cerchio 
rispetto all' asse innalzato dal centro perpendicolarmente al piano del cerchio. 

Sia a il raggio del cerchio, e con s si dinoti uoa parte variabile della cir- 
conferenza contala da un suo punto qualunque , sarà ds I’ elemento differen- 
ziale ed a la sua distanza dall’asse. Adunque il momento cercato si otterrà col 
prendere l’ integrale di aV* fra i limiti s = 0 ed s = 2 ira; e quindi esso verrà 
espresso da 2ira J = 2rca . d 1 = Ma 1 . 

3. ° Trovare il momento d’ inerzia della circonferenza di un dato cerchio 
rispetto di un diametro del medesimo cerchio. 
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Questo diametro che rappresentiamo con 2a si prenda per asse delle 
a asse *. Chiamando s un arco variabile contato dalla origine delle coor- 
dinate che .. suppone 6ssata in una delle estremità dello stesso diametro 

sara * = — 1 elemento differenziale ed y esprimerà la sua distanza dal 
asse. Quinci .1 momento cercato si otterrà con l'estendere l’ integrale del pro- 
dotto di —■ per y 3 a tutto il cerchio. Ora questo prodotto è =aydx, e l* in- 
tegrale del fattore variabile ydx esteso a tutto il cerchio risulta r n '. 
Adunque *u 5 = - 2«.à» = i Ma 3 sarà il momento cercato. 

men do C U° prodotte! dT^dtfferenziale'den^m *ssa 

l a S circonferenza JJ ZT°J£ dX qSie spelea 

'T““ " Pungasi P. J. ..riaSìip"r“a ilZÙ'*u 

0\ = a‘ 1 arco AP sarà =aa>, ed il suo difFprenTi'ii ! , ra 68 M> 

la distanza di questo differenziale dal diametro AB è =as^[ peVciòTueT- 

cato momento si esprimerà con l’integrale definito a 5 P* *«»«*«. Ma in- 
tegrando per parti si ha 0 

JWW® = — sena) coi ta + J coi'oodo) = — senoocosoo + J(l — scn 1 ® )da>=z 
~ — seno) caso) -f ® — Jten 3 a>da3. 

Adunque sarà 

t/scirW* = — - sena) cosa -f- ^ oo -f- cosi. 

1 2 7 


quindi 


■p 


sen 3 a>d<u : 


= aro 3 = - Ma 3 . 


. | 4 '.° T , r T Te ** momenl ° d'inerzia di un dato cerchio rispetto all’ 

innalzato dal centro perpendicolarmente al suo piano . ^ 

tro 0 > DonLsi n - U r l l0 F qual “ n 1 ue del ra S«‘° OP = a la cui distanza dal cen- 
il ra^fn OM r Facendo auraentare 1 angolo ® del suo differenziale da > , 
raggio OM descriverà un settore il quale avrà per misura il prodotto del 

1 arco descritto dal punto M per la metà dej stesso ^raggiSoM “I Zé 

2 r * rd* = 2 r^do). Si faccia ora aumentare il raggio r del suo differenziale 
dr, il settore aumenterà dal quadrilineo Mm ; e questo sarà espresso ana- 
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liticamente dal differenziale di -r’J« rispetto ad r , cioè da rdrda. Ciò pre- 

messo , essendo la distanza dell’ elemento differenziale Mm = r drdx dall’asse 
uguale ad r, il momento d'ioerzia del settore compreso fra i raggi cor- 
rispondenti agli angoli ai ed ai + dai sarà l’integrale rispetto ad r di 
r s drdai preso fra i limiti r = 0 , r *s= a , sarà cioè 1’ integrale definito 

J u 1 

r'dr = -a‘ , da. Effettuando ora nna seconda integrazione rispetto ad a» 
o 4 

fra i limiti ® = 0 , ®=2ir, l’integrale definito 

i r 2 * i ì ì 

-a' l dai — ~ira‘ , =- ir a 1 , a 1 = - Ma 1 
4 J o * * * 


sarà il cercato momento d’inerzia di tolto il cerchio. 

5.° Trovare il immento iT inerita dello stesso cerchio rispetto di uno dei 
suoi diametri. 

Essendo la distanza dell’elemento differenziale Mm = rdrdai dal dia- 
metro AB aguale ad rsen® , il suo momento d’ inerzia rispetto a questo dia- 
metro sarà = r'seifx.rdrda = r'seifaidrdai. Seguendo nelle integrazioni io 
stesso ordine che nel prublema precedente, si troverà il momento d’inerzia 
del cerchio uguale ad 


C'*setfasda l “ 
J 0 J 0 


1 f 2 * 

r 5 dr = — a* I sen ad» — 
4 J o 


1 * 1 1 

- ita 1 ' = - ira 1 . a 1 — - Ma 1 . 

4 4 4 


6.® Trovare il immento d' inerzia di un dato parallelepipedo rettangolo 
rispetto di uno dei suoi lati. 

Sieno a, 6, e i tre lati del parallelepipedo, nelle direzioni dei quali si 
stabiliscano gli assi delle *, y, z. 11 differenziale del solido sarà dxdjdz ed 
il quadrato della sua distanza da uno dei tre assi suddetti , per esempio da 
quello delle i, sarà x 1 -f y 1 . Adanque il momento d’inerzia del proposto 
parallelepipedo rispetto al suo lato c sarà </ J'J(x 7 -f y 7 ) dxdydi. Eseguendo 
le integrazioni per rapporto ad x da zero ad a, per rapporto ad y da zero 
a b , e finalmente per rapporto a * da zero a e , terrà 


-abcia'+b'^Mia' + b'). 


In simil guisa si dimostrerebbe che i momenti d’inerzia dello stesso so- 
lido rispetto agli altri suoi lati a, b sono rispettivamente 

Ij/^ + c 1 ), + 

Tirando ora pel centro di gravità del parallelepipedo tre rette parallele 
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ai suoi lati o, b, c, agevolmente si dimostrerà (222.223) e^c i momenti 
d’ inerzia per rispetto a queste rclte sarauno per ordine 

1 J/(6’ + c’) , l(a* + c’) , ^df(a J + & a ). 

.. T'° 7Vot,are ' 7 moment ° d'inerzia di un solido generato dalla rotazione 
di un area piana rispetto all' asse di rotazione. 

1 * Sl rtv bla *' area piana < fy ■ 6S - m ) dalla cui rotazione intorno al- 

I asse OX venga generalo il solido del quale si cerca il momento d’inerzii 
rispetto all’asse OX. Sopra la ordinala PAl=y si segui un punto qualunque 
IN e si faccia PN = s. Supponiamo poi che l’ascissa OP cresca del suo diflè- 
renziale Pp — dx , e la distanza PN del suo differenziale Nn = dz e con 
duciamo dai nuovi punti p, n delle rette parallele a PM e ad OX- n’e risul" 
terà il rettangolo differenziale NN' = dxdz il quale, rotando la figura in- 
torno all asse OX, genererà un’ anello che evidentemente sarà il differen- 
ziale di xz^dx rispetto a z , e che perciò si esprimerà con 2 xzdzdx. E sic- 
come tutti gli elementi di questo anello disiano ugualmente dall’ asse di 
rotazione, perciò il suo momento d’inerzia rispetto a questo asse sarà uguale 
alla sua massa moltiplicata pel quadrato della distanza comune snrà°<-ioò 
xxz'dzdx. Integrando per rapporto a s da s—0 fino a z = y , si otter- 
rà che sarà il momento d’inerzia della falda corrispondente alle 

ascisse * ed * -f dx. Integrando di nuovo rispetto ad* fra i limiti 0K = * 
ed 01.1 =*,, si avrà “ 


1 f 

rj 


e questa sarà la espressione del cercato raomeoto. 

Per un cilindro che ha ri raggio della base uguale ad a , e la Ino"hozza 
dell asse uguale a b, si ha j/ = n. Quindi il suo momento d’inerzia sarà 


l*a'b — '-xa* .b.d l z=i Ma*. 


Per un cono che ha il raggio della base uguale ad a e la lunghezza del- 

I asse Uguale a 6, si ha y =— . Per la qual cosa il suo momento d’inerzia 
sarà 


I a-» 

2 *> 


i ! ^ ■ - 15 B • 5 * ■ 6 ■ «’ - B 


Per un segmento sferico, essendo a il raggio , ed * la snella , si avrà 
J ’ uU 11 5U0 moffienl ° d cerzia risnllerà per conseguenza 

a 7 
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uguale a 


In l (2ax — x’Ydx = /.ir \ (4a’x’ — 'nix' + x*)ilx 

' 2 .J a • 2 J o - 

. .. =1 = 

= **'($“' -ì^ + Tb* 1 )- 

Adunque per I’ emisfero il niomenlo d’ inerzia sarà 


4 2 2 , , ■ 2 • ; 

-™ , = 5 . r ..« =- 5 »a. 


e por l’ inlcro glulio 


8 5 2 4 . , 2 

— 7rn =- . -ira’, a = - .W n. 

15 5 3 5 


8.o Trovare il momento d'inerzia di un solido di rivoluzione riferito non 
più all'asse di rotazione , ma ad un asse perpendicolare a i/uesln , e condotto 
per la orinine delle coordinate. 

Sia la curva AMB (fig. 6p.«) , generatrice della superfìcie curva del 
solido, riferita ai dite assi rettangolari OX , OY ; e sia OZ un altro asse 
perpendicolare ai primi. Conducendo due piani perpendicolari ad OX alla 
distanza x ed x + dx , il primo dei quali venga secato dai piani XO\ , \OA 
lungo i diametri MM', QQ’, e due altri piani perpendicolari ad 04 alla di- 
stanza za z + dz, il primo dei quali scebi il piana MQM'Q lungo la corda 
NN'; questi quattro piani racchiuderanno Una parte del solido, la quale, se 
dicasi w la corda NN' , sarà espressa evidentemente da udxdz. E siccome 
tutti gli clementi di questa parte disiano ugualmente dall asse OY , etl il 
quadrato della distanza comune è = x’ +5% il suo momento d inerzia ri- 
spetto a questo asse sarà + **)ud*di , e quello della falda compresa 

fra i piani condotti alla distanza x ed x + dx sarà dato dall integrale ri- 
spetto a a di (#? + z')udxdz preso da Q' a Q, ossia da z — — 'J fino a z—y 
Ora si ha 

j ^ (x* s 5 ) udxdz — x'dx j” uds + dx j : ud* ; 

dippiò «ds = i nf perché esprime 1’ area del cerchio MQM'Q' , e 
. J -y 

l Y j’udi = - i ry'' perchè rappresenta il momento d’ inerzia dello stesso ccr- 
.) - r 4 
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chio rispetto al diametro MM' (5.°). Adunque il momento d’ inerzia della 
suddetta falda sarà 

*■ x'tfdx + 7 iri r'Jx , 

4 

- u 

ed il momento cercalo 

r*. tr*' 

r j ^ xy dx + - t J • y'dx, 

esprimendo con x„, x, le ascisse ilei punti estremi A, B della curva AMD. 

Che se l’asse passerà nou più per la origine O , ma bensì pel centro di 
gravità del solido, allora chiamando X l’ascissa del centro di gravila, cd 
esprimendo al solito con M la massa del solido, avremo il momento d’inerzia 
( 222 . 223 ) uguale a 

J *« 1 /**! 

xY dx -f- -UT 1 y*Jx — M.V. 

4 J x 9 

Bitenendo le stesse denominazioni del paragrafo precedente, pel cilin- 
dro si dovrà fare y = a, a si dovranno estendere gl’integrali da x„ = 0 lino 
ad x, — b. Si avranno quindi 



Dippiù si ha X=-b. Adunque sarà il momento d’inerzia del cilindro 

]rtcd‘b x -f -ira^b — - Mb*. 

3 4 4 

Ma H=fea‘b. Sarà dunque questo momento 

-M' + l-Ma'— yMb 2 , 

3 4 4 * - 

e riducendo 

D *1 flJC 

Ber il cono y = — , e gl’integrali si debbono estendere fra i medesimi 
limiti. Saranno perciò 
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E<1 essendo X = -6 , il momento d’inerzia del cono avrà la seguente espres- 
sione 

l *a' b >+±«a'b-^Mb\ 

Ma M = r ira 2 6 ■> ossia 3^ = ira 2 6. Adunque questo momento si esprimerà 
3 

pure come qui appresso 

jV+Jjj w-iw. 


e riducendo 


2 Ma 2 + 2 MP. 

20 80 


Per l'emisfero y a = 2 ax — a> 2 , e gl’integrali debbono estendersi da 
x 0 0 fino ad z, =a. Si avranno perciò 


ed il momento d’ inerzia , per essere X — -a (76:1.°) , sarà 

8 

3 2 § 25 

— ira + — ira 4 — — Ma. 

10 15 64 

2 3 

Osservando poi che qui M = -ita * , donde - 4/ — ira 5 , questo momento si 

3 2 

esprimerà come segue 

' 2 j/ a ’ + ! Ma 3 — — Ma? = — Ma 1 . 

20 T 5 64 320 

Per l’ellissoide, essendo 2a l’asse di rivoluzione, e 26 l’asse coniuga- 
lo , il momento d’inerzia rispetto al primo si calcolerà mediante la formula 
dimostrata nel paragrafo precedente , cioè con la foratola 

. Ì ** f'Va-i 

• «/ X, 
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ed il momento d’inerzia rispetto al secondo con l’altra - 

f ar, 1 C x « 

x 2 y 2 dx + -* 1 ! y'dx — MX % . 
b 1 

Pertanto qaì y 2 = — (2 a* — x 2 ) , e gl’ integrali si estendono da x 0 = 0 fino 

a ‘ • • ’ 

ad Xi = 2a. Adunque si avranno 

J x, K 1 ria 8 ' 

x 2 y 2 dx e= — | x 2 ('2ax — x 2 )cfce = - u 5 à 2 , 

x , o J o 5 

J *. 6 ' t %ìa 16 

y'dx = — | (2ax — x 2 ) 2 dx — —ab"'. 
x u a J 0 lo 

Per la qual cosa sarà il momento d’ inerzia riferito all’asse 2a uguale ad 

8 


15 


* ab 11 y 


e quello che si riferisce all’asse 26 sarà 

| sra’6 2 + —* 0 ^ — Ma 2 , 

5 15 

1 . 4 

essendo l’ascissa X = a. Osservando poi che M^-xab 1 , e quindi che 

3 . . ' ... - % 

-M=*ab ì , il primo momento risulterà uguale a 


ed il secondo a 


l Ma' 1 + l Mb 2 — Ma 2 = i M(a 2 + è 2 ). 
5 5 5 


226. Sieno OX, OY, OZ (fig. 70.*) i tre assi ortogonali ai quali si 
riferiscono tulli i punti di un dato sistema per mezzo delle coordinate x, y, *, 
e sia dM l’ elemento differenziale della massa di uo tal sistema. Facendo 

J’x a dJ/ = 4, Jy 2 dM=B, JVdJ/^C; 
saranno (223.224) ' 

Stf+z^dM^B+C , </(x 2 + z 2 )dM=:A+ C , . S{x?+f)iM—A+ B , 
i momenti d’ inerzia dello stesso sistema rispettivi ai tre assi OX , OY , OZ. 
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Ciò posto , proponiamoci di risolvere il seguente problema : dati i mo- 
menti d’inerzia per i tre assi OX, OV, OZ , trovare il momento d'inerzia per 
uh asse qualunque OG condotto per la origine O. i 

Sia OF la proiezione di OG sul piano XOY e sieno gli angoli XOF=;», 
FOG = y. Sia nel punto M 1* elemento dM determinato dallo coordinale 
OP == x , PQ — y , QM = s. Condotta sul piano XOY la Qr perpendicolare 
ad OF, mutiamo le coordinate facendolo OR = *', RQ = y', QM = s'. 
Congiungendo la OQ , avremo • v 

x' — OQ eos(POQ — p) = OQ cosPOQ cosp + OQ senPOQ senp =.. 

= xcosp -f- ysenp , 

y' =. OQ sen(POQ — p) = OQ jenPOQ cosp — OQ cosPOQ senp = 

• = yeosp — xsenp , 

s' — z. 

Compiasi ora il rettangolo RQMT , si conduca TS perpendicolare ad OG , e 
compiuto ancora l’altro rettangolo MTSK , mutiamo di nuovo le coordinate 
facendole OS = *", SK = y", KM = 5 ". Congiungendo la Ol', otterremo 

*" = OTeos(ROT— y)=OTeosROTcosy + OTscnROTseny = 

= x'cosq + z'senq , 

y"=y 

z" — OTsen(ROT — q) = OT senROTcos q — OT cosROTsen q =t 
= z'cosq — x'senq. 

Sostituendo in queste ultime equazioni i valori di x 1 , y 1 , z 1 trovali prcccdeo- 
temente, avremo 

7 ‘ * . . u • * * 

x" = xcospcosq 4“ ysenpcosq 4 ssenq , 

y" = ycosp — xsenp , 

z" = zcosq — xeospsenq — ysenpsenq. 

La seconda e la terza innalzale al quadrato daranno 

y" 1 = y 2 cos 2 p — 2xy sen pcosp 4~ x 2 sen 2 p , 

s"* = z‘cos 1 q — 2xz cosp senqcosq -j- x^cos^psen^q — 

— 2yz senp senqcosq + 2xysenpcospsen 2 q 4- y'seii'p sen’q , 

yin x ,n _ x *( Sen 3 p 4 - cos 1 pseri i q)+y\cos'‘p+$en 1 pscn 1 q)-t-z l cos x q — 

— 2xy(senpcosp — senp cosp seti 2 q) — 2xz cospsenq cosq — 2yzsenpsenq cosq= 

— x 1 (sen 7 p 4- cos 2 p s en 7 q) 4" i/’( C0S ’P 4" «»»*P sen 2 q) 4" * 7 cos 2 q — 

— 2xy senpcospcos*q — 2xz cosp senqcosq — 2 yz senp senqcosq. 

Moltiplicando dunque il primo ed il terzo membro di questa ultima equazione 
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per dM t e poscia integrando , si otterrà il momento <1 inerzia per lasse OG. 
Chiamandolo troveremo 

S = J'Cl/"’ 4* i" : ‘)<IM=A(sen' 1 p+co* > psen t q)+ll(cni i p -fsen’p sen’y)4- Ccos'q 
— 2I)senpco$pcos 1 q — 2 Fcosp senq cosq — 2Fsenpsenq cosq , 
ponendo per brevità 

<fxydM= D , SxzdM = E , J’yzdM = F , 

ovvero anrora 

5=- J’(y" a +*" 2 )dd/=i4CMn , p+co* , pft« i })+^(co* , p+*en , psen , 9)-)-Ccos^ 
Dsen2p cas'q — /ico*p sen2q — Fsenp sen2q . 

227, Differenziando questa equazione prima per rispetto a p, c poi per 
rispetto a 9 , otterremo * • 

f /5 

= 2(A — li) ( senpeosp — cospsenpsen 3 q) — 

— 2Dco$2pcos 7 q 4. Fsenp sen2q — Fcospsen2q = 

— 2 (.4 — B)senpcospcos 1 q — 2Dcos2pcos 7 q 4 . 2 ( Fsenp — Fcosp)senq cosq , 
di’ 

— = 2(i4cos*p-{- Bsen*p — C)senq cosq 4 - 

4~ 2Dstn2pcosq scnq — 2Fcosp cos2q — 2Ftenpeos2q — 
— 42(^eos I p4_BMn 1 p_C)sen}cos54-2Dsenpco.7)sen2j — 2(£easp4Fseii/))co«2iy, 
dalle quali forinole si ricaveranno 
t d2; 

— = (4 — li)tenpcotpcosq — Dcos2p cosq + (Fsenp — Fcosp)senq , 

I dii . 

- ^ =(Acos' 1 p+l l fscn*p—C)seiiq cotq+Dsenpcosp sen2q—(Ecosp+Fsenp)cos2q. 
Ora noi abbiamo (226) 

e i 

■fx"y"dM—(B — A)senp cosp cosq-\-Dcos2p cosq— (Fsenp — Fcosp)senq , 
Sx"i"dM=(C — Acos À p — Bsen 1 p)senq cosq — Dsenp cosp stn2q 4" 

4" ( Eco *P -j- Fsenp)cot2q , 

J'y"z"dM=( A — B)senpcosp senq—Dcos2p senq — (Fsenp— Fcosp) cosq = 

1 COS^f/ 

— — Ji)senp cosp cosq — Dcos2p cosq — (Fsenp— Fcosp) " j — 

scnq ■ 

~cosq ^ — W CaS P C0Sl t — ^ C0S ^P còsq-)p(Fsenp—Fcosp)scnq ] — 

Fsenp — Fcosp 
cosq 
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Adunque saranno 


Sx"y"dM — — 


l dS 

2 eosq dp ’ 


I dS 

JVV'd.W = — - _ , 

2dq ’ 

jyV'dJf = ^ _ K « n P~ F «*P 

2 eos’fl dp cosy 

? ' • . • 

228. Fra tutti <//* assi condotti per la origine 0, trovare quell' asse OG 
al quale competa il massimo o il mimmo momento d’ inerzia. 

Il problema si risolve -mediante le due equazioni 

d% d2 

-Z=0, — =0, 

dp dq 

con le quali si determineranno i valori degli angoli p, q che fissano la posi- 
zione dell’ asse ricercato. 

Eliminando dalie medesime 1’ angolo q , si troverà per determinare 
l’angolo p una equazione cubica assai complicata elle avrà la seguente 
forma (*) ; 

A'tang i p + B'tang'p -f* C’tangp + D' — 0. 


(*) Eccone per esteso il calcolo. Uguagliando a zero le derivate parziali del mo- 
mento 3 trovale nel numero precedente, avremo 

(A — B)tunp t osf> cosq~ Dcoi 2p costj 4. ( Esenp—Fcosp)senq = 0, 

( Acos'p -J- Bs.cn' p — C) ienhj -f- Dsen senili — 1(Ecosp + Fscnp)cos2ij — 0. 


Dalla puma si ricava 


{A — B)senpcnsp — Dcas2p 


tan n1 FcosfT— Esenp 


e dalla seconda 


tanghi — " 


~ * -, - M.* ■ 

2 {Ecosp + Fsenp ) 


Acos'p + JBsen’p — C +■ DsesOft 

’ 1 /«•pWtUt-vl'J, 

il- 

*tr s'TMiitiì^sMifei ■ 


Da un’altra parte avendosi 


tara 

ilVM 


„ 2(Fcosp — F.ìenp) [ (d — B)senp <ojp— Beoth' ] 

‘ ,an "*l ( Fcap — Etcnpy—[(A — Jl)scnpcósp—Ilcoi2p\‘ ' 
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229. Questa equazione essendo del terzo grado, avrà certo una radice 
reale. Che anzi essa dovrà averne due; poiché se vi ha un asse rispetto al 


Ponendo pertanto senp=zs, cosp — c , si avrà da una parte 

1(Ec -f Ps) 

m „ s ^ =2 — 

e dall’ altra 

tanghi 


tanghi Ac . +Br _ c + ^ Die * 

_ 2(Fc — Es)[(A-B)sc — D(c' — »•) ] 


(Fc — Es )’ — {(A — B)sc — D(c' — a*)]* 

Paragonando questi due valori della Ungente di 2 q, risulterà 

Jtc + Ps (Fc — Es)[(A — B)sc— D(c % — *•)] 

Ac' 4- Bs ' — C + 2 Dsc (Fc--— £s)' — [(A — B)sc — D{e' — ,*)]* ’ 

Quindi sarà evidentemente 


(Ec + Fs)(Fc — Es)' — (Ec + Fs)[(A — B),c — D(c' — .*)]* + 

+ (-Fc — Es) [ (A—B)sc — D(c'— »*) ] [Al* + Bs'—C + 2Dsc], 

ovvero mettendo nel secondo membro fuori parentesi il comune fattore che è 
(A — B)ic — D(c' — s') , ‘ ’ 

(Ec+Fs) [Fc — Es)’zd[(A — B)sc — D(c' — s‘) ] 

# I 

Ora eseguendo le moltiplicazioni si vedrà che 

(Fc - Es) (Ac' + Bì'— C 4 - 2 Dsc) + (Ec + Fs)[(A — B)sc — D(c'~i')] = 

= (DF— BE)s 5 + (AF-DE)c l +(AF-DE)s'c + (DF—BE)sc' + CÉs - CFc=z 
= (DF— BE)s(s' + c’) +(AF— DE)c(s' +c') + CEs — CFc , 

e per essere s' + c'=i quest’ultimo membro sarà uguale a 

(DF — BE + CE)s + (AF — DE— CFp. ' 

Avremo dunque 

(Ec+Es)(Fc-Esy=z(t(A—B),c—D(c'—s'J\(( DF -BE+CE)s+(AF-DE-CF)c]. 

E ponendo tangpz=.t onde sì abbia s =z c langp — <A , si avrà 

(E+ F»)(F—E«y=[(A-B)t- £>(t —«’)][( DF-BE+ CE)t+AF—DE-CF] . 

Finalmente eseguendo le indicate moltiplicazioui , trasportando tutto il secondo mem- 
bro nel primo, ed ordinando per 6 si troverà 

[(E'-D')F + (B-C)DE] 0 S + 

+ [E l —2EF' + D‘E + (B — 2A + C)DF-(B-A)(B—C)B]t' + 

+ [/”— 2E'F+D'F+(A— 2fi+ C)DE — (A— B)(A — C)F]9 + 

+ [(F'-D’)E + (A — O DF] = 0, 

la quale, ponendo il coefficiente del primo termine A', quello del secondo ter- 
mine ec. . e sostituendo fango a », si muterà io quella del testo 

Mete. 2 8 


(Fc—Es)(Ac'+Bs'-C+2Dsc) + \ 
+(Ec+Fs)((A— B)sc- 0 ( o ’_,’)] j ' 
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<|ualc il momento <T inerzia è massimo , rispetto a lutti gli altri assi possibili 
il momento d’inerzia sarà minoro di qnesto: e siccome per nessun asse può 
il momento d’inerzia del corpo essere zero ovvero negativo (222), perciò i 
momenti rispetto a tatti gli altri assi non potranno decrescere indefinita- 
mente ma vi dovrà essere un limite per un asse particolare per rispetto 
a cui il momento d’ inerzia non potrà essere minore di quello che è. Adunque 
essendovi un asse rispetto al quale il momento d’ inerzia del corpo o del si- 
stema è un massimo, ve ne sarà un altro rispetto al quale il momento d’ i- 
nerzia sarà un minimo.Si dimostrerà poi agevolmente la proposizione inversa , 
rhe cioè se vi Ita un asse per il quale il momento d’ inerzia è un minimo , ve 
ne dovrà essere un altro per .cui il momento d* inerzia avrà il massimo va- 
lore non polendo crescere indefinitamente i momenti d’ inerzia del corpo , 
poiché la distanza dall’ asse resta mai sempre finita. Adunque dovendo quella 
equazione cubica avere una padice reale, essa dovrà Decessa riamente averne 
due. Ma se due radici di quella equazione sono reali , la terza non potrà non 
essere anche essa reale. La nostra equazione dunque avrà lattee tre le radici 
reali; e la medesima, generalmente parlando, indicherà tre assi. 

Non però a lutti e tre questi assi converrà la qifqililà del massimo o del 
minimo momento; che anzi se uno dà assolutamente il massimo momento, 
e l’altro il minimo , H terzo non poti à dare nè l’uno né Taltro.E gjà si Sa 
dal calcolo che dall’essere il differenziale di una funzione uguale a zero , non 
sempre si può conchiudere che questa funzione ammette un massimo nyvero 
un minimo. 

Converrà bensì a lutti e tre i succennati assi la proprietà che il diltu- 
rcnziale del rispettivo momento d’ inerzia è uguale azero; la qual cosa sigui- 
(ìca che un minimo cangiamento nella situazione dell' asse per qualunque 
verso non cangia punto il valore del momento d’inerzia. 

Portano questi assi il nomo di ossi principali del sistema. Asse princi- 
pale è dunque quello per cui il dilferenzialn del momento d’inerzia e nullo. 
K s’ intende facilmente che per un qualunque punto del sistema si possono 
condurre Ire assi dotali di questa proprietà ; poiché preso questo punto per 
ormine degli assi coordinati, e riferito il sistema medesimo a questi nuovi 
assF, si dimostrerà come sopra che per un tal ponto passeranno Ire assi ri- 
spetto ai quali il differenziale del momento d’inerzia è nullo. 

230. Le equazioni 



per mezzo delle quali si determinano gli assi- principali traggono seco neces- 
sariamente le seguenti (227) * . • • . _ - 

,fx"y"d.)I = 0., ' — 0 . 

Quindi ogni asse principale ha questa proprietà che prendendo in esso le 
ascisse x , e facendo giacerò gli altri due assi delle i/ , s nel piano degii altri 
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«luti assi principati, dorranno aver Inogó le eqdazioAi seguenti 
. SxydM = 0 , ,fx:<lM= 0. . 


E viceversa se hanno htogff queste equazioni, l’asse delle ascisse x sarà un 
asse principale. 

Quindi si deduce- che se un corpo i simmetrico intorno aè tuta retta , que- 
sta sarà un asse principale. Infatti prendendo le ascisse x in questa retta , ad 
ogni elemento dSl determinato dalle coordinalo x, y corrisponderà un altro 
uguale determinato dalle coordinate è, — y. Per la qualcosa la somma di 
lutti i prodotti della forma xydM risulterà —0, si avrà cioè SxydM = 0. 
Nella medesima guisa si dimostrerà che la somma di tutti i prodotti della forma 
xidM è = 0 , ossia che S xzdM = 0. Adunque ec. 

231. Cercare gli assi principali di un sistema per mezzo della equazione 
cubica (228) , sarebbe una fatica assai improba ; ina nei sistemi simmetrici 
la proposizione dimostrala nel numero precedente nc indicherà almeno uno di 
questi assi, e conoscendone uno il problema seguente c' insegnerà a trovare 
gli altri due. 

Dato un asse principale , trovare yli altri due. 

Sia OX(/ìy. 7*.“) l’asse principale conosciuti!. Prendendo in esso le 
ascisse x , saranno ( 230) D = E 0. Quindi per trovare un altro asse do- 
lalo della stessa proprietà , nelle equazioni 


dp ’ dq 


che ci debbono far conoscere i valori degli angoli p , q che la proiezione di 
questo asse nel piano XOY fa con OX e con I’ asse medesimo , dovrà 
porsi D = E = 0. Ciò fatto la prima darà (227) 


2(4 — li)scnp cosp cos*q — '2Fcospscnq cosq = 0 , 

e la seconda 

(Acos’p-h ITsen'p — ò)sen'2'q — '2Psenpcos2q =■ 0, 


Ora dalla prima di queste si ricava cosp=.0 , e per conseguenza senp= 1 ; 

dalla seconda poi , fallo cosp = 0 , e senn = 1 , si deduce tang2q=z—-—. 

Adunque sarà />=90°, c supponendo essere 2» I’ angolo clic ha pfcr lan- 

2 P 

gente- , , siccome tan<j2i = /any(180° -Jr 2«), l’angolo q avrà due va- 

U — 6 


lori, sarà cioè q — i, q == 90“ f. • 

Per tutto ciò si fa chiaro che degli altri due assi compagni di OX uno 
sarà Oy che ,, dovendo avero pèr proiezione sul piano XOY l’asse OY 
dovrà trovarsi nel piano YOZ c fare col medesimo OY l’angolo » , e l'altro 
sarà Oz che nello stesso piani) YOZ farà con OY langolo 90° + i. 
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Quindi conseguila 1.® che i tre assi principali sono fra loro perpendi- 
colari. 

2.® Che prendendo le coordinate x, y , z nei Ire assi principali , saranno 

SxydM — 0 , SxzdM = 0 , SyzdM = 0. 

Infatti noi avremo in tal caso x = x " , y = y" y z = %" ì e conseguente- 
mente (227) 


SxydM 


i <f2 

2 CO$q dp ’ 



S xzdM = — 


1 d2 

2 dq ’ 


„ ... sen 9 ^2 Esenp — Fcosp 

SyzdM — —- v-— - 


2cos 2 q dp 


cosq 


Ma per gli assi principali 


té </2 

— = 0 , — - = 0 , £ = 0 , cosp = 0 . 

dp dq ’ > r 


Adunque ec. 

232. Dati t momenti d'inerzia rispetto ai Ire asti principali, trovare il 
momento d‘ inerzia rispetto ad un asse qualunque condotto per la loro origine. 

I momenti d' inerzia rispetto agli assi principali che supponiamo essere 
gli assi OX, OY, OZ (/?</. 72 .“), si chiamino G , Il , 1 , e l’asse OG rispetto 
al quale si cerca il momento 2 faccia con gli assi principali rispettivamente 
gli angoli *, (3 , y, sarà 


2 = Geo*’* + IIcos'p -f- Icos^y. 


Dimostro primieramente che fra gli angoli a, /3, y e gli angoli p, q 
hanno luogo le seguenti relazioni 

cosa •= cosp cosq , cosp == senp cosq , cosy = senq. 

Prendendo infatti sull’asse OG un punto qualunque N, si abbassi da questo 
punto la NM perpendicolare alla ÓF che è la proiezione di OG sul piano 
XOY. Si tiri inoltre MP parallela all’asse OY, e si congiunga NP; sarà NP 
perpendicolare ad OX. Ciò posto, si avrà 

ON : OM = 1 : cosq , OM : OP = 1 : cosp. 

A • • 

Moltiplicando queste due equazioni in corrispondenza, risulterà 
ON : OP = 1 : cosp cosq. 
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ON : OP = 1 : eoa#. 

Adunque eoi» = cotpcotq. 

Similmente condotta la MQ parallela ad O % , e congiunta la NQ , que- 
sta riuscirà perpendicolare ad OY. Quindi si avrà 

ON : OM = 1 : coiq , OM : OQ — I : ienp , 

e conseguentemente 

ON : OQ = 1.: tenpcosq. 

Ma nel triangolo ONQ rettangolo in Q si ha 

ON : OQ = 1 : eos/3. 

Adunque eos/3 — $enp cosq. 

Finalmente essendo l'angolo GOF = q complemento di GOZ = y, 
sarà coty==tenq. • 

Facciamoci ora a dimostrare il nostro assunto. Prendendo le coordinate 
sopra gli assi principali, nel valore di 2(226) dovrà farsi D= E = F= 0 
(231 : 2.°). Avremo dunque 

2 = A(i«n’p 4 . cos 2 psen*q)-\- B(cos*p 4 sen’psen’j) 4 Ccoi'q. 

Ora con un poco di attenzione si vedrà che 

sen 3 p + «oi’pien’g =1 — cos^p cot 7 q , 
eos’p 4 sen’p i en*q = i — se n 3 p cos’q , 
coi l q= 1 — sen’g.. 

Adunque sarà 

2 = A(1 — cos’pcoi’gr) -4 JJ(1 — sen'pcvi'q) 4 C(1 — tetfq). 

Introducendo ora in questa equazione gli angoli », /9, y , si avrà 
2 = A4-B + C — Aeoi 3 » — Bcos'fi — Ccos’y. 

Ma (226) 

C = B+C, H = i4C, 1 = 1 + 11, 
dalle quali equazioni si ricavano 

- A^'-CH + I-G), B = i(G+/-//), C = i(G + //_/) 

A + B + C = ±(G-i-H+0. - 
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Quindi sostituendo troveremo • 

1 1 

% = ^ 1 + co* 1 * — cos'i 3 — cos I >')-J- 

+ ^ f f(i + co*’/ 3 -»■ cor*« — cot’y) + 

+ ~ 1(1 + coi’ y — cos 1 * — cos’/3). 

1 v 

E poiché fra "li angoli a, /S, y ha luogo la relazione 

cos’a -f- *o*’/3 -J- eosV si, 

perciò saranno 

1 + cos'a — cos’/3 — cofy = 2cos I a , 

1 + cos’/3 — co* 1 * — cos 7 y = Ico&fì , 

1 + eos’y — co*’* — co* J /3 = 2 co* 2 y. . - , • 

Per la qual cosa risulterà „ 

2 = Geo* 1 * + Ucos 7 i 3 -+• Icos'y. 

233. Dalla succennata relazione fra gli angoli *, p, y si ricavano 

co* 1 * = 1 — cos 7 i 3 — cos’y , 
c/>s 7 y = t — cos°* — cos’jS, 

Quindi il valore dì 2 può esprimersi ancora nella seguente guisa 

t = G — (G — H)cos 7 p—(G — I)coi , y, . .. . - 

ovvero nella seguente altra 

2 = l + (G — /)cos’« + (//— I)cos% 

Sia G >//>/: apparisce tosto che sarà G>2>/. Onde si conferma che 
il momento d’ inerzia rispetto ad un asse qualunque è compreso fra il mas- 
simo G ed il minimo / corrispondenti a due assi principali. 

234. Può avvenire che fra i momenti d'inerzia riferiti agli assi prin- 
cipali due sieno uguali fra loro. Sieno questi i momenti degli assi OX, OY, 
in modo che si abbia G = //. In tal caso sarà 

2 = G(1 — cos’y) -f- lcos 7 y , •• •. . , 

il qual valore risulta uguale a G allorché y=:90 o . Adunque tutti gli assi 
condotti nel piano XOY avranno uguali momenti d'inerzia. 

Può darsi ancora che i momenti d? inerzia degli assi principali sieno 
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lutti e tre uguali fra loro, in modo che si abbia G = //=J; in qucito caso 
risulterà 2-=G, e perciò tutti gli assi avranno lo stesso momento d’inerzia. 

Adunque si fa evidente ehe gti assi principali che possono condursi per 
un punto qualunque del sistema sodo sempre o io numero di tre , o io nu- 
mero in Unito. 

235. Sia ora OG un asse qualunque, e 2 il momento d’inerzia del si- 
stema rispetto a questo asse; preudendo sopra di OG una parte ON ==—— , 

e facendo la medesima cosa per tutte le infinite posizioni clic può prendere 
l'asse OG allorché si concepisce girare intorno al punto O iu tutti i modi 
possibili.: dico che il luogo geometrico di tutti i punti N è la superficie di 
un ellissoide , i cui tre assi sono gli assi principali del sistema. 

Glie il luogo di tutti i punti N sia una superficie intieramente chiusa è 
chiaro, poiché ON avrà sempre un valore reale c finito. Ciò posto, dinotia- 
mo con a , j9 , ? i tre angoli che OG fa con i tre assi coordinati ; avremo (232) 
fra questi angoli c gli angoli p, q le seguenti rotazioni 

eosp cosq = tris * , senp cosq = cos/3 , senq = cosy. 

Ora il valore di 2 (226) scritto nel seguente modo 

2 = 4[1 — cos'p + coj’/)( 1 — cos 7 q ) "] 4- 

+ 1 — sen’p 4- seti 7 p( l — cos 7 q ) J + C(1 — sen*q) — 

• — 2 D senp cosp coi 7 q — 2/i cosp senq cosq . — 2Fsenpsenq cosq , 

*i riduce agevolmeolo a . 

2 = zl(l — cos’p cot 7 q) -f- fi(l — sen 7 pcos 7 q) -f- G'(l — ten % q) — 

— 2D senp cosp cos 7 q — 21'cusp senq cosq — 2F$cnp senq cosq. 

Quindi sarà 

2 = A{ I — cos’*) + B( 1 - cos 1 ?) + f(i — cos’y) — 

— 2 licosa caffi — 2/t cosxcosy — 2Fcosfi cosy = 

— Astica 4~ Uscii 7 fi -)- Csen’y — 

— 2D cosa, cosfi ~^-2E cosa, cosy — '2Fcosfi coty. 

Pertanto se con x , y , i indichiamo le coordinate del punto N , si hanno 

4 1 1 

— cosa — x , cosfi = y , — —cosy — z , 

V2 V2 V2 
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«lati» quali si ricavano 

cosa = xV2 , coi/ = y\/% , coty = *V2 , 

jg = ** + y 1 + * s - 

/ V 

Adunque nella precedente equazione, che ci dà il valore di 2, eliminando 
a > fi i y » 2 per mezzo di queste ultime relazioni , troveremo 

=A( t :-?’■■■ U* 

- 2z> 5T. . - 2F • 

+ *’+>■’ + ** **+J'*+s* ’ 

la quale, fatte le riduzioni, si potrà presentare' sotto la seguente forma 

1 =(fl+C>*+ (A+C)y'+(A + B)i‘-2Djy— 2Exz-2Fy>. 

Questa equazione ci dimostra che il luogo di tutti i punti N è una super- 
ficie di secondo grado avente il centro nella origine degli assi coordinati ; 
ma esso deve essere una superficie intieramente chiusa. Il luogo adunque di 
tutti i punti N sarà la superficie di un ellissoide , la qual cosa si doveva in 
primo luogo dimostrare. 

Il Signor Poinsot distingue quest'ellissoide col nome di eli issoid* cen- 
trale. La forma poi e la posizione di esso per niente dipende dalla scelta de- 
gli assi coordinati, ma la equazione della sua superficie sarebbe più sem- 
plice se questi si prendessero nella direzione degli assi dell’ ellissoide , i 
quali formano un sistema unico allorché le grandezze di questi assi sono 
disuguali, come ha luogo in generale. Supponiamo adunque che si scelga 
un tal sistema di coordinale; le quantità A, B , C, D , E , F prenderanno 
dei valori dipendenti da questa scelta i quali debbono essere tali da fare spa- 
rire nella equazione della superficie dell'ellissoide i rettangoli xij , xz , yz ; 
quindi si avranno 

D = 0 , £= 0 , F= 0 , 

ovvero ancora (226) 

Jxydil = 0 , Jxzdìl = 0 , SyzdM = 0. 

Ma siffatte equazioni hanno luogo allorché il sistema degli assi coordinati è 
lo stesso che quello degli assi principali (231:2. <> ). Adunque i tre assi di 
quell’ellissoide sono i tre assi principali , ciò che doveva in secondo luogo 
dimostrarsi. 

236. Abbiamo detto che questo sistema di assi é unico allorché gli assi 
dell’ ellissoide sono tutti e tre disuguali. Se due di questi sono uguali, nel 
qual caso l’ellissoide é di rotazione, l’asse perpendicolare Sarà invariabile, 


fi y - ùcfl— -f-'— )- 

V **+/+*'/ V »•+>*+**/ 
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ma i due altri saranno due rette qualunqne situate ad angolo retto nel piano 
dei due assi uguali. Finalmente se tutti e tre gli assi dell’ellissoide sono 
uguali, net qual caso non si ha pili l'ellissoide ma una sfera, ogni sistema di 
assi rettangolari aventi la medesima origine avrà la medesima proprietà , 
sarà cioè il sistema degli assi principali. Tutto ciò conferma quanto fu detto 
e dimostralo sopra nel numero 234. 

237. Chiamando come sopra G , //, / i momenti d'inerzia del corpo 
per rispetto ai suoi assi principali , in modo cho si abbiano 

JB C = C , A -f- C = // , A B = / , 
la equazione alla superficie dell’ellissoide centrale diventerà 
1 = Gx 1 + 11/ + It\ 

Ciò posto, ecco un’altra maniera con la quale si giunge molto agevolmente a 
dimostrare la formola 

X = Geo »*« -f- Hcos'p + Icos’y , 

per mezzo della quale conoscendo i momenti rispetto agli assi principali , si 
calcola il momento d’inerzia rispetto ad un asse che fa gli angoli», fi , y 
con gli assi principali , e passa per la origine di questi. 11 raggio dell’ el- 

. lissoide corrispondente all’asse rispetto al quale il momento è 2 ; essendo--- 

VX 

(235) , le espressioni delle coordinate x, y, * della estremità di un tal rag- 
gio saranno 


cos» cosfi cosy 



Sostituendo questi valori nella equazione 

1 = Gx 1 + 11/ + 

si avrà immediatamente 

2; = Geo fa -f- Il caffi tcos'y. 

238. Diamo termine a questo capo con l’osservare che dalle cose fin 
qui esposte facilmente possono ravvisarsi gli assi principali delle figure più 
semplici. Nel parallelepipedo rettangolo gli assi principali condotti pel centro 
di gravità sono Ire rette parallele ai lati. Nella sfera ogni diametro é un asse 
principale. Nel cerchio, cosi per la periferia eome per l’area , uno degli assi 
principali è una retta innalzata sul centro perpendicolare al piano del cer- 
chio ; gli altri due sono due diametri qualunque che si tagliano ad angolo 
retto , poiché ogni diametro essendo similmente posto rispetto al cerchio ha 
ugual momento d’inerzia. Similmente nei solidi di rivoluzione, l’asse me- 
desimo di rivoluzione è uno dei principali , e gli altri due sono due rette 
qualunque perpendicolari all’ asse , che si tagliano ad angolo retto. * , 
Meco. 39 
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' CAPO ir: 

nEI. PRINCIPIO DI B’ ALEMBERT , B DEI. MOTO DI UN CORPO 
INTORNO AD UN ASSE FISSOa 


239. Consideriamo ora un sistema di punii i quali sicno connessi fra 
loro in modo da dod poler prendere i movimenti che loro imprimono le for- 
ze , ma sieno in riguardo di siffatta connessione obbligati a muoversi in 
altra guisa. Supponendo che per le forzo impresse questi punti dovessero 
concepire le velocità A, If, 6’,. . ma in grazia della scambievole connes- 
sione prendono invece le velocità a , 6 , c , . .» , se si risolva, la velocità A nel- 
l'atluale a ed in un’altra *, similmente la velocità li si risolva nelle due 
b , p , la velocità C nelle due c , y , . . » ; dico che le forze corrispondenti alle 
velocità *, fi , y . . si fanno equilibrio fra lupo. 

Infatti poiché le velocità «, /3, y,... non Inumo effetto, ò d’uopo che 
le forze corrispondenti si elidano e si annullino scambievolmente. 

240. Si deduce da ciò che vi sarà equilibrio Ira lo forze impresse cor- 
rispondenti alle velocità A , B , C ,. . e le attuali , -ossia corrispond-nli alle 
velocità n,6, c, . . . , purché, queste ultime s’intendano rivolle in senso 
contrario. 

Imperocché se la velocità A è la risultante delle due velocità a , a, sarà 
reciprocamente la velocità * la risultante delle due A , — «(11). Nella stes-a 
goisa ci persuaderemo che la velocità /3 é la risultante d'-lle due — che 
la velocità y è la risultante delle altre due (7, — e,... Ma le forze corrispon- 
denti alle velocità « , /S , V, si fanno equilibrio (239). Adunque le forze 
corrispondenti alle velocità" A, II, 6’,. . . , ossia le forze impresse , (anno equi- 
librio alle forze cui corrispondono le velocità — a , — 6, — c,. . ., le quali 
forze sono le attuali rivolte in senso contrario. 

241. Egli è questo il celebre principio che il Signor D’ Alembert con 

tanta lode introdusse nella Dinamica traendone un metodo generale per la 
soluzione dei più astrusi problemi Questo metodo consiste nel sostituire alle 
forze impresse ad un corpo due classi di forze equivalenti, Quelle della 
prima classe sono atte ad imprimere, tali movimenti che ciascun punto possa 
seguire liberamente senza recare impedimento agli altri o soffrirne : quelle 
della seconda classe per lo contrario sono tali che si equilibrano tutte fra 
loro. Le prime ottengono pienamente il loro effetto e determinano il moto at- 
tuale del sistema : le seconde si elidono totalmente e determinano la pressione 
che soffre ciascun punto del sistema per l’azione scambievole delle parti del 
eorpo. -, 

242. Spiegato il principio di D’ Alembert passiamo alla trattazione del 
moto dei corpi solidi. In questo capo ci fermeremo a considerare soltanto il 
molo di un corpo intorno ad un, asse Gaso. 
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i Allorché un corpo o un sistema rigido si rivolge iotorno ad un asse 
immobile, ciascun punto descrive la circonferenza di un cerchio che ha il 
cèntro nell'asse ed il raggio uguale alla distanza di quel ponto dall’asse 
medesimo. Quiudi le velocità contemporanee dei diversi punti del corpo 
sono proporzionali alle loro distanze dall' asse. La velocità di quei punti, la 
distanza dei quali dall'asse 6=1 , dicesi velleità angolare della rotazione. 

Conosciuta la velocità angolare , si conosce la velocità di ciascun ponto 
del sistema. Sia la velocità angolare —ai; la velocità di un punto o ele- 
mento distante dall’asse di rotazione per l’intervallo r sarà = ra>. 

243. Se un carpo mobile attorno un asse venga sospinto do una forza 
agente in un piano perpendicolare a quell' asse , esso ineomirieerà a rotare con 
velocità angolare uguale al momento di rotazione della forza diviso pel momento 
d’ inerzia del corpo , riferiti ambedue i momenti all’ asse immobile. 

Sia Fla forza , a la distanza della sua direzione dall’asse, 2 il mo- 
mento d’inerzia del corpo rispetto a quell’asse; sarà la- velocità angolare 


Fa 



Infatti considerando un elemento dM posto alla distanza r dall’asse di rota- 
zione, si vedrà che esso iu virtù delta forza Favrà concepita la velocità ra> , 
o. quindi la forza r asdM. Ora se questo elemento con questo stessa forza gi— 
rasse in senso contrario, e i’istesso pure facessero lutti gli altri elementi 
del corpo , il complesso dello loro forze elementari dovrebbe (240) far equi- 
librio alla forza F, e conseguentemente la somma dei momenti di rotazione 
di quelle dovrebbe essere uguale al momento di rotazione di questa. Ma il 
momento di rotazione della forza Fé Fa : il motpento poi della forza ele- 
mentare rasdM essendo = r a d>efjf, la somma dei momenti di tutte .le forze 
elementari sarà wJ'r^dM = «2. Adunque 

_ Fa i 

Fa — a ; 5 , ed «== — 

244. Se la forza F dopo il primo impulso resta, di agire, seguiterà il' 
corpo tuttavia a rivolgersi intorno all’ asse uniformemente e perpetuamente 
con la velocità angolare or ora determinala. Ma se l'azione della forza Fé 
continua , it moto rotatorio sarà variabile accelerato o ritardato, e la velo- 
cità angolare a> si avià a ciascun istante di tempo per mezzo della seguente 
equazione 

. * di u Fa 

'■ ' di"~ = Z' ' ; . 

. Sia infatti da 1’ aumento che nell’ istante di immediatamente dopo il tempo ( 
riceve la velocità angolare, l'aumento della velocità che nel medesimo 
istante riceve l’ elemento dM , il quale come sopra si soppone situato ad 
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una disianza r dall’ asse di rotazione , sarà = rdas. La sua forza accelera- 
rlo) . , . rdaedM 

trice dunque sara e la sua forza motrice = — -j— . Rivolgendo 

in senso contrario questa forza e tutte le altre a questa somiglianti e relative 
ai diversi elementi del corpo , il loro complesso dovrà (240) equilibrare la 
forza F, e perciò la somma dei loro momenti di rotazione dovrà essere 

uguale ad Fa. Ma questa somma è evidentemente uguale a — 2;. 

. di di 

Adunque 

do), dai Fa 

_S=F., . ,u.»d, 

245. Cerchiamo qui di determinare gli sforzi che sostiene l’asse intorno 
a cui il corpo si aggira. E primieramente consideriamo quelli che sostiene 
nel primo spostarsi del corpo per cagione dell’impulso comunicatogli dalla 
forza; in appresso quelli che sostiene per cagione del moto stesso ed indipen- 
dentemente dalla forza che lo ha prodotto. 

Probi. 1 .° Determinare gli sforzi che sostiene V asse di rotazione per /' im- 
pulsa della forza F. • 

Supponiamo che l’asse di rotazione sia QZ (/!<?. 7 .?.“) Osso nei due 
perni M , N. Riferiamo poi tutti i punti del corpo a tre assi ortogonali, dei 
quali quello delle z sia lo stesso che 1 ’ asse di rotazione, e giacendo la forza 
F nel piano delle xij , l’ asse delle x sia perpendicolare alla direzione della 
medesima forza. Finalmente indichiamo con £, £* le ordinate OM, ON che 
determinano la situazione dei perni. Ciò posto, un elemento dM determinato 

dalle coordinate x, y, z disierà dall’asse OZ per l’intervallo \/x‘ + y 3 , 
quindi esso intorno a quest’ asse incomincerà a girare coò la velocità 

xV ® 1 -f- y 3 , c con la forza xdìlVx 2 -f- y 3 . E se supponiamo l’elemento dit 
situato in m , in modo che le x , y , z sieno OP , PQ , Qm , questa forza , la 
quale giace in un piano parallelo al piano XOY, sarà diretta secondo la tan- 
gente del cerchio descritto dal punto m prolungata verso f nella ipotesi che 
la rotazione si faccia nel senso XY. Rappresentando quindi una tal forza con 
la retta mf perpendicolare alla distanza uiK dell’elemento dii dall’ asse OZ, 
decomponiamola in due mi , ray , delle quali la prima sia parallela ad OX 
e l’altra parallela ad OY. Congiungendo OQ , la qual retta risulta evidente- 
mente uguale alla mK = V^x 3 + y*, i due triangoli mfx , OQP simili (*) 


(*) Questi due triangoli sono simili perchè equiangoli. Infatti essendo l'angolo 
Kmx uguale all’ augolo POQ, il complemento di quello sarà ugnale al complemento 
di questo: ma l’angolo xmf è complemento dell'angolo Rmi, l'angolo OQP c com- 
plemento dell’ angolo POQ. Adunque i due triangoli nifi , OQP, oltre all’angolo retto 
mal' uguale all’angolo retto OPQ , avranno eziandio P angolo xtnf uguale all’ angelo 
OQP, e per conseguenza saranno equiangoli. 
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daranno 

OQ:PQ = mf:mx, OQ : OP — mf : my , 

ossia 

\/ x'-^-y 1 : y=-a>dM\/x* -^-y 1 mx, Vas 1 + y 1 : * = asdMVx* + y* : my. 
Adunque, riflettendo che la retta mi è diretta nel senso delle * negative, 
le dne componenti della forra osdM^x 1 y % parallele agli assi OX , OY 
saranno 

mx = — xydil , my = xxdM. 

Quindi agevolmente comprendesi che il corpo parallelamente all’asse OX 
sarà spinto dalla forza — as-fydM , e parallelamente all’asse OY dalla forza 
eeSxdM\ saranno cioè queste le forre attuali dalle quali il corpa 6 solleci- 
tato secondo gli assi coordinati OX, OY. Ora le forze impresse secondo gli 
stessi assi sono zero ed F. Adunque nel caso nostro vi dovrà (240) essere 
equilibrio tra la forza xSydM diretta secondo le x, e la forza F — ® SxdU 
diretta secondo le y. 

Pertanto, chiamando p, q le pressioni che sostiene il perno M nel senso 
delle x e delle y, e similmente p' , q' le pressioni che sostiene il perno N; 
ricordandoci inoltre che la forza F agisce nel piano XOY , e che perciò essa 
non può intorno all’ asse OX indurre alcuna rotazione , otterremo (68) 

p -f- p 1 == xSydil , q-\- q' <= F — asS xdM , 

q%~t xzdM , p£ + p'£* = <K<jf yzdM , 

per mezzo delle quali equazioni si determineranno gli sforzi richiesti. 

Se la forza impressa al corpo giacesse in un piano obbliquo all’asse OZ, 
si risolverebbe in due l’una R parallela ad OZ, e l’altra F situata in nn 
piano perpendicolare ad OZ. La prima di queste forze produrrebbe ulteriori 
sforzi contro i perni M, N i quali dovrebbero determinarsi a parte ed ag- 
giungersi a quelli provenienti dalla forza F. Per determinare dunque gli 
sforzi provenienti dalla forza R risolveremo il seguente 

Probi. 2.° Determinare gli sforzi esercitati su due punti fissi di un corpo 
da una fona applicala al medesimo parallelamente alla retta che passa per i 
punti fissi. 

Sieno M, N questi punti, ed OZ la retta che passa per essi , In quale si 
prenderà per l’asse delle z. Facendo poi per la direzione della forza, che 
come qui sopra chiameremo R, passare il piano delle xs, dicasi x la sua di- 
stanza dall’asse OZ. Finalmente dinotando con r,r' le pressioni esercitate 
sopra i due perni M,-?I parallelamente a questo stesso asse, e nel resto rite- 
nendo le denominazioni adottale nel problema precedente, avremo (68) 

P + P' = 0, y+j'=0, r+r' — R, 

?c+j'r=o, K+pr = «*- • • 
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Quindi si ricaveranno 


P = — -P — 


Bx 


, y = g' = 0, r + r' = B. 


Gli sforni che l’ impulso della forza produce nel primo spostarsi del 
corpo vengono immantinente elisi dalla resistenza dei perni M,N. Non cosi 
avviene delle pressioni che nascono dalla rotazione del corpo; queste durano 
quanto dura la rotazione medesima. Noi ne determineremo i valori .risol- 
vendo il seguente 

Probi. 3.° Determinare yli sforzi che sostiene l'asse durante la rotazione 
del corpo. , 

Sia qui pure in m (fig. j4‘) un elemento differeqziale dM del corpo 
determinato dalle coordinale 0P = *, PQ = y , Qm = *. Questo elemento, 
rotando il corpo intorno ad OZ, descriverà la circonferenza di un cerchio di 

raggio mK = Vx‘ -f- y’ , e sarà perciò animato dalla velocità «y'x 1 + y\ 
Quindi la sua forza centrifuga verrà espressa (199) da 


^±£2 4M, 

W + y 1 


ossia da <x>*dìfVx* -f- y 1 , 


t 


e si eserciterà secondo il prolungamento mf dello stesso raggio mK. Rappre- 
sentando pertanto questa forza con mf, e risolvendola in due mi , my pa- 
rallele agii assi OX, OY , i due triangoli simili mfx, QQP dura uno le pro- 
porzioni 


+ y 1 : x = ® 'dMS/x 1 + y 3 ; mx , Vx*+ y 1 : y = a>Ml/Vx I + <f : my , 
dalle quali si dedurranno i loro valori , che saranno 
mx = eó i xdM , my = ee'ydM. 

11 complesso poi di questo e ili tutte le altre forze simili a queste e relative 
agl’ infiniti altri elementi del corpo, viene sostenuto ed equilibrato dalla re- 
sistenza dei perni M, N. Per la qual cosa, indicando come al solito con p , q 
le pressioni sostenute dal perno M nel senso delle x e delle y , e cou p', q 1 
quelle sostenute dal perno N, otterremo (68) 

» I . - “ » 1 

p p' = ffl’J 1 xdM , q -f- q' = »V y dii , 

S? + Q'C = yzdM , p£ *f P'C — o^SxzdM , . 

donde potranno ricavarsi le richieste pressioni. 

246. Se l’asse OZ è uno dei (re assi principali elio [lassano pel centro 
di gravità del corpo , i perni non sosterranno pressione alcuna. Infatti per 


< 
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essere OZ un asse principale avremo (230) 

,/ xzdM ±= J' yz dM = 0 ; 

e perchè il centro di gravità trovasi sull'asse OZ , avremo pnre (28.72) 

SxdM = J" ydM =*= 0. 

Quindi saranno • 

P + P' — 0 , q + j' = 0 , 

?:+7'r=o, pc+p'r = o. 

donde si dovrà per necessità conci) iudere che p = p'«=t 0 , e che q — q' =0. 
Adunque ec. 

Se l’asse OZ è bensì un asse principale, ma non passa pel centro di 
gravità del corpo, allora basta un solo perno per sostenere Passe di rota* 
zione. Infatti collocando il perno M nella origine delle coordinale , la quale 
origine sia la slessa che quella degli assi principali, avremo 

; . - £=0, SxzdSt =z SyzdM = 0. 

Fatte queste sostiturioni trovasi p' = g' = 0, e perciò il {terno N non so- 
sterrà veruna pressione; però l’altro perno M sosterrà le pressioni 

p = ai'S xdil , q = «V ydM. 

247. Consideriamo ora di proposito il moto di un corpo che gira in- 
torno. ad uno dei suoi assi principali. • ' 

Sia V asse di rotazione OZ ( fig. 75.*) uno degli assi principali che si 
tagliano in O , e sia MHD la sezione del corpo rotante fatta dal piano degli 
altri due assi principali. Dinoti M la massa del corpo, 2 il momento d'iner- 
zia rispetto all'asse OZ, ed a> la velocità angolare. Finalmente si prenda OZ 
per l'asse delle 2 , il piano MB D sia quello delle xy, e s’intenda il piano 
delle xz passare pei centro di’ gravità del corpo. 

Risolvendo La forza da cui è animato I' elemento dM in due parallele 
agli assi delle x e delle y , si comprenderà ( 245: probi. 1 .° ) facilmente che 
la risultante di tutte le forze elementari parallele alle x sarà = — coSydM, 
e che la risultante delle forze elementari parallele alle y sarà =.taSxdM. 
Ora queste risultanti debbono entrambe giacere nel piano MRD; infatti i 
loro momenti rispetto a questo piano debbono (28) essere uguali alle somme 
dei momenti delle forze, le quali somme sono rispettivamente — akfyzdM , 
wfxzdil. Ma essendo l’ asse delle z un asse principale si ha (230) S yzdM— 
—J'xidM= 0. Adunque i momenti di quelle risultanti rispetto al piano MRD 
sono uguali a zero , e perciò le loro direzioni dovranno cadere in questo pia- 
no^ Dippiò , chiamando X , F le coordinate del centro di gravità del corpo , 
avremo (27. 72) , 

■fxdM = 31 X , SydM = M Y. 
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Ma qui per costruzione si ha F=0. Adunque indicando con fc l'ascissa X 
del centro di gravità del corpo, che nella figura supporremo essere OG , la 
risultante parallela all’asse OX sarà nulla; l’altra poi parallela ad OY, o 
perciò perpendicolare ad OG , sarà = 

Proponiamoci pertanto di determinare il punto Q nei quale la direzione 
di questa forza taglia l'asse OX. Ciò si otterrà osservando che il momento 
di rotazione di tutte le forze componenti deve essere uguale al momento di 
rotazione della risultante. Ora il momento di tutte le componenti è (41) evi- 
dentemente = ®J’(x 1 -|- g 2 )dM ì il momento poi della risultante è — tvkM.OQ. 
Adunque avremo (226) 

kM. OQ = + y')dM = 2 , 

• 2 

donde si ricaverà OQ= — . Ed ecco pienamente determinala nella quan- 
tità e nella posizione la risultante delle forze elementari di un corpo rotante 
intorno ad uno dei suoi assi principali. 

248. Nel corpo rotante attorno un asse principale havvi un punto pel 
quale passa la risultante dì tutte le forse elementari , qualunque sia la posizione 
del corpo rotante , e qualunque sia la velocità della rotazione. 

■ Sia 0 il punto dove si secano i tre assi principali, dei quali uno é l’asse 
OZ di' rotazione. Dal centro di gravità del corpo si conduca sopra il piano 
MRD , che esprime la sezione del corpo fatta dal piano degli altri due assi 
principali, una perpendicolare, la quale incontri in G questo stesso piano. 

’ 2 * 

Si congiunga OG , e si prolunghi in Q tanto che sia OQ = ; • » sarà Q 

OG • M 

il punto pel quale passa la risultante di tutte le forze elementari (247). Ma 

2 

la forinola— - — - che ne determina il sito non contiene alcuna quantità 
OG . M 

dipendente dalla situazione che il corpo girando può prendere , né contiene 
la velocità angolare as. Adunque la sopraddetta risultante passerà costante- 
mente pel punto Q. Adunque nel corpo rotante attorno un asse princi- 
pale ec. 

249. Questo punto Q pel quale costantemente passa la risultante di 
tolte le forze elementari di un corpo rotante attorno un asse principale di- 
cesi centro di percossa. Ora è chiaro dal fin qui detto che il centro di per- 
cossa , il centro di gravità , e l’asse di rotazione si trovano in uno stesso 
piano che sopra si è supposto essere quello delle a;:. Dippiù si dimostra che 
il centro di percossa è sempre più distante dall' asse che il centro di gravità del 
corpo. Infatti si sa per ciò che si è dimostrato nei numeri 222 e 223 che il 
momento d’ inerzia rispetto ad un asse che non passa pel centro di gravità ma 
che disti da questo per un intervallo k, ésempre maggiore di ifk 3 . Quindi nel 

2 2 

caso nostro sarà 2 >df. (OG) 1 , donde ■ - -- >OG.Ma (248) - - è là 

U U • Dm * Oljf » Ou 
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disianza del centro di percossa dall’asse OZ , OG è la disianza del centro di 
gravità dal medesimo asse. Adunque ec. 

250. Se H corpo è spinto a rotare attorno l’asse OZ da una forza F , la 
cui direzione giaccia nel piano MRD , sia perpendicolare al piano che con- 
tiene l'asse ed il centro di gravità del corpo, e passi pel centro Q di per- 
cossa , il quale , come si è fallo notare nel numero precedente , si trova in 
questo stesso piano; l’ impulso, di una tal forza non produrrà sforzo veruno 
contro i perni che sostengono 1’ asse di rotazione. 

Ciò si ricava dalle formolo esposte superiormente nel problema t .° del 
numero 245. Infatti avendosi qui 

SydM = S xzdM = ./ yzdM = 0 , 

come pure (247) SxdM =kM , queste formule nella ipotesi nostra diven- 
teranno 

P + P‘ — 0 , = F — askM , 

P c+p'r = o. • 


Fa 2 

Ora (243) ®=—r, ed inoltre qui si suppone (248)a = OQ= — , in 
2 k.H 


modo che si abbia o> = 77 ; , donde F — a>kM = 0. Adunque sarà pure 
q _f- q' — 0 , e quindi ec. 

251. È questo il luogo opportuno per dire alcuna cosa intorno al moto 


dei pendoli composti. Pendolo composto, comesi accennò sopra nel nume- 
ro 211 , è un corpo o anche un sistema di corpi fra loro invariabilmente 
connessi ehe abbandonato alla sola sua gravità oscilla intorno ad un asse 


orizzontale. Differisce il pendolo composto dal pendolo semplice in ciò pro- 
priamente che nel secondo o non si considera massa alcuna , o questa lulia 
in un punto solo supponeii concentrala. Ciò premesso dimostro la seguente 


proposizione. 

Nel pendolo composto kaoni un punto in cui se latta la massa del corpo 
oscillatile si supponesse concentrata, riducendo cosi il pendolo composto a<lun 
pendolo semplice , le oscillazioni di questo secondo pendolo sarebbero isocrone a 
quelle del primo. 

Sia MRD (fig. 76 .°) la sezione del corpo oscillante in forza deila sola 
sua gravità intorno all’ asse orizzontale OV falla mediante un piano condotto 
perpendicolarmente ad UV pel centro di gravila G del sistema. Si congiunga 
il ponto O col centro G con la reità OG , c l’angolo GOT che questa retta 
fa con la verticale OT si chiami 0. Finalmente si ponga OG =3 k, e nel resto 
si ritengano le denominazioni precedenti. 

Siccome tolto il peso del sistema può considerarsi raccolto nel suo cen- 
tro di gravità G, perciò la forza che qui fa rotare il sistema sarà —Mg , 
ed il momento di rotazione della medesima rispetto all’ asse ÓV sarà 
Meu. . 5o 


Digitized by Google 



234 

= ilgksenà. Adunque il movimento oscillatorio del pendolo composto sarà 
(244) determinalo mediante la equazione 

<to Mijksen 6 
de ’ 


Si prolunghi ora la retta OG in Q tanto che sia OQ= — ; nella sup- 

■ fi li 

posizione che nel punto Q sia concentrata tutta la massa M, il momeulo 
d’ inerzia del sistema sarebbe .tf.(OQ) 1 , ed il moto. oscillatorio sarebbe re- 
tto ilg.OQsei i0 gsen 0 

colato dalla equazione — = ovvero per essersi preso 

e .* dt 31.(0 0) OQ 1 1 

OQ = , dalla equazione • . 

tto Mgksend 

777 = 2 


Ma questa è identica alla equazione precedente. Adunque il moto oscillatorio 
del pendolo semplice OQ è l’ istessoche quello del pendolo composto , e perciò 
le oscillazioni di quello saranno isocrone alle oscillazioni di questo. 

252.11 punto Q nel quale se si suppone radunata tutta la massa del sistema, 
le oscillazioni del pendolo semplice OQ sono isocrone a quelle del pendolo 
composto , dicesi centro di oscillazione. Trovasi pertanto un tal centro in un 
dato pendolo composto tagliando il corpo mediante un piano MRD normale 
all’asse c condotto pel centro di gravità G , e prendendo sulla retta OG pro- 

2 . - . ■ . I 

lungala una lunghezza OQ= — . 

"/ri 

Possiamo con ciò trovare meccanicamente il momento d’ inerzia di un 
corpo comunque irregolare.. Facciasi oscillare un tal corpo per archi minimi 
intorno ad un asse orizzontale , c contando le oscillazioni fatte in un determi- 
nato tempo , si troverà facilmente il tempo di ogni mezza oscillazione ; quindi 
dalla forinola del numero 209 si conoscerà la lunghezza OQ di un pendolo 
semplice isocrono. Dopo di che la equazione 2; = Mle.OQ ci darà immedia- 
tamente il valore del momento d’inerzia riferito all’asse di rotazione. 

253. Si suole eziandio dai Meccanici determinare analiticamente il cen- 
tro di oscillazione delle linee e figure geometriche supponendole gravi ed 
omogenee. Chiamando sempre /> la distanza del centro di gravità dall’asse di 
rotazione, e con l indicando la distanza del centro di oscillazione dallo stesso 


asse , avremo (252) i = — . 

Alle 

Quindi t .° Per una linea retta di lunghezza a clic oscilli sospesa dal— 

1 1 2 

l’ estremo superiore essendo (225: l.°) à = - Ma , e li = -a, sarà l= 7 p, 

«5 2 « 
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ovvero 

1 

i = fe + -o. - . 

, o 

2. ° Per un parallelepipedo rettangolo di lati a ,b , c sospeso da un asso 
che seca per metà la base superiore bc ed è parallelo al lato c si troverà 

1 fio 1 -4- b 1 1 

i =ss— . Infatti essendo (225 r 6.°) — M(a 2 b 2 ) ij momento d’ i- 

0 fl 1 « 

nerzia del parallelepipedo rispetto all’asse che passa pel suo centro di gra- 
vità ed è parallelo al lato c, si avrà (222. 223) il momento d’ inerzia dello 

stesso solido rispetto all’asse di rotazione aggiungendo Mli* ad -ì 

12 

Quindi sarà 2 =— J/(a 7 -j- b 2 ) -}- 311? . Si ha poi k = -a. Adunque sosti- 

1 2 2 

... 1 -f* 6 a 

tuendo siffatti valori nella formola I — — -, otterremo / = , ov- 
ài/; Co* 

vero ancora 

,- fc+ -i£±£. 

T 6 u 

✓ 

So il lato b è piccolissimo potrà trascurarsi il suo quadrato b 2 , ed al- 
lora si otterrà I = A -(- — a coinè per la linea retta. 

3. ° Per Una sfera di raggio a che oscilli sospesa da un punto qualunque 

twa 2 + MI? 


si avrà (222.225:7.°) 1 = 


Mk 

. 2 ° 3 
l = k+ 5J- 


ossia 


254. Soggiungo ora una regola utile per trovare il centro di oscillaziono 
di un sistema , allorché si conoscono i centri di gravità ed i centri di oscilla- 
zione delle singole parti. 

Sieno M', il", il" 1 ,... le masse che formano il sistema; k', k", k'",... 
le distanze dei loro centri di gravità dall' asse comune di rotazione; 
le distanze dei loro centri di oscillazione dal medesimo asse : sarà 




M'k'l' + M"k"l" + M'"k'"!"' + 


31'k' -f M"k" M'"k ,u + ... 
s 

Infatti essendo in generale /=-rr-, si vede che il momento d inerzia 

iti A 
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della prima massa sani — M'k'l' , quello della seconda — ec. ed il 

momento d’ inerzia di lutto il sistema non altro essendo clic la somma dei 
momenti d’ inerzia delle sue parti , sarà— M'k'l' + M"k"l" -+• J 1"'k'"l'"+ ... 
D’altronde per la proprietà del centro di gravità (28) si ha Mh = Af'k' -f- 
M"k" -f- M'"k'" + ■ . . . Adunque ec. 

256. Il centro di oscillazione non è un punto uaico nel sistema. Se per 
Q sì conduce la retta orizzontale QV' parallela ad OV, è manifesto che cia- 
scun punto di questa retta QV’ oscilla precisamente come il punto Q. Per la 
qual cosa tutti i punti della QV' sono centri di oscillazione , e perciò essa 
dicesi asse dei centri di' oscillazione. 

L' asse dei centri di oscillazione , e f asse di sospensione si corrispondono 
reciprocamente V un i altro in guisa che se il primo divenisse asse di sospen- 
sione , il secondo diverrebbe l’ asse dei centri di oscillazione. 

Imperocché se QV' diventa asse di sospensione , dovrà prendersi Ic=QG, 
cd il momento d’ inerzia riferito a questo nuovo asse sarà (223: 2.°) 

5 — ^[(OG) 1 - (QG) J ] = 2 — 3f(OG +. QG) (OG - QG) = 

= 5 — 3/.OQ.OG + -If.OQ.QG. 


Ma avevamo 2 = 3f.OQ.OG. Adunque il nuovo momento d’inerzia si ri- 
duce ad M. OQ.QG. Quindi 11 nuovo centro di oscillazione disierà dall’asse 
QV' per 


Adunque ec. 


I 


M. OQ.QG 
M. QG 


= 0Q. 


CAPO III. 


DEL MOTO DI UN CORPO SOLIDO INTORNO AD UN PUNTO FISSO. 


256. Sia O (fiij. 77 .*) il punto fisso del corpo o legato ad esso inva- 
riabilmente, ed OX , OY, OZ tre assi rettangolari. Se il corpo cominciasse 
a rotare distintamente intorno a questi assi con le velocità angolari p', q , r , 
ciascun punto di esso cominccrcbbe il suo moto con una velocità uguale al 
prodotto della sua distanza dall’ asse di rotazione per la velocità angolare 
corrispondente. Or sia quel punto animato contemporaneamente dalle tre ve- 
locità di rotazione, e proponiamoci di trovare la sua velocità assoluta. 

Sia M il punto che si considera ; M' la sua proiezione sul piano XOY ; 
* , y , a le sue coordinate ON , NM' , M'M ; p la proiezione OM' del raggio 
vettore OM ; e 6 I’ angolo M'OX che questa proiezione fa con l’asse OX : 
sarà evidentemente 

x — p costi, y — f senti. 
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e la velocità di rotazione intorno all’asse OZ sarà pr. I coseni degli angoli 
che la direzione di questa velocità forma con gli assi OX , OY sono rispetti- 
vamente 

efx — psenòdd y dy pcoiQdO x 

di pd6 p ' ds pdÒ p ’ 

essendo di il differenziale dell’arco circolare che descriverebbe il punto M se 
realmente rotasse intorno alleasse OZ. Moltiplicando la velocità pr per que- 
sti coseni , essa si decomporrà in due altre parallele agli assi OX , OY in 
modo che sia 


— ry la componente parallela all’asse OX, 

+ rx la componente parallela all' asse OY. 

Per avere le componenti della velocità di rotazione intorno all’ asse OY pa- 
rallele agli assi OZ, OX, basterà cangiare nelle forinole precedenti r in q, 
x in * , y in as, e sarà 

• \ • * 

— qx la componente parallela all’ asse OZ , 

• qi la componente parallela all’asse OX. 

Finalmente ponendo nelle stesse forinole y in luogo di * , z in luogo di y , p 
in luogo di r , si avranno le componenti della velocità di rotazione intorno 
all’asse OX parallele agli assi OY , OZ, e sarà \ 

— pz la componente parallela alt’ asse OY , 

-4- py la componente parallela all'asse OZ. 

Sommando le velocità dirette secondo il medesimo asse , si avranno lo tre 
componenti della velocità assoluta del punto M ; se dunque si rappresenti 
con « questa velocità assoluta , e con v, , v , v . si dinotino le sue tre com- 
ponenti parallele rispettivamente agli assi OX, OY , OZ , si avranuo 

v. — qz — ry, v, — rx—pz, v.=py — qx , 

o= V(qz — ry) 2 -J- ( rx — ps) 1 + (py — qx)\ 

Si noli che in queste formule il sonso della rotazione si suppone da X 
verso Y per l’ asse OZ , da Z verso X per l’ asse OY , e da Y verso Z per 
l’asse OX; si suppone cioè che la rotazione intorno a ciascun asse si ese- 
gua dalla sinistra alla destra di un uomo che situato nello slesso asse si 
vede passare innanzi il corpo rotante. La rotazione riguardala arbitraria- 
mente come positiva in un senso , si dovrà riguardare come negativa qualora 
si effettui nel senso opposto. 

257. Uguagliando a zero i secondi membri delle tre prime formule , 
avremo tre equazioni fra le incognite x , y , z, c sapremo perciò determinare 


« 


Digitized by Google 



238 

quel punto o quei punti del corpo privi affatto di velocità. Ora ponendo 
qz—ry = 0, rx—pz — 0, py — qx = 0 , 
ed eliminando * fra le due prime di queste equazioni si trova 

qrx — ■ pry = 0 , 

che é precisamente la terza moltiplicata per — r. Adunque tutti i punti del 
corpo privi di velocità si trovano sulla retta le cui proiezioni sopra i piani 
coordinati XOZ , YOZ hanno per equazioni 

rx — ps = 0 , ry — qz = 0 , 

ovvero 



La retta determinata da queste due equazioni passa evidentemente per 
la origine e forma con gli assi OX , OY , ÒZ tre angoli , i coseni dei quali 
sono rispettivamente 

P <1 r 

Vp 1 + q 1 + r’ ’ W + q 1 + r’ ’ Vf +Y + r 1 ’ 
o anche ' . . .v; . 

p q r_ 

“ > 

00 00 33 

ponendo per brevità Vp 1 + J* + r*= *• Se dunque dagli assi OX , OY , OZ 
si prendano le tre porzioni OP , OQ , OR proporzionali rispettivamente a 
p , q , r , e compiuto il parallelepipedo OS , per la origino O c pel vertice 
S si fa passare una retta indefinita POI , tutti i punti del corpo situali so- 
pra questa retta sono privi di velocità. 

258. Dimostro ora che la direzione della velocità assoluta di un qua- 
lunque altro punto M del corpo è situala nel piano clic si conduce per M 
perpendicolarmente alla retta l'Ol , è perpendicolare alla distanza MT del 
punto M dalla l'Ol , e finalmente è proporzionale a questa stessa distanza. 

1 coseni degli angoli che la direzione della velocità o forma con gli 
assi OX , OY , OZ sono rispettivamente 

qz — ry rx — pz py — qx 


moltiplicandoli ordinatamente per gli altri coseni 
■ P ? r 

9 9 3 

00 00 00 
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o sommando i prodotti , risalterà 

P(7*~ ry) ■+ — P-) + r(P9~ <1*) ff 

V® 

Ma questa somma esprime il coseno dell’ angolo che la direzione della velo- 
cità o forma con la retta 01. Adunque tal direzione dovrà essere perpendi- 
colare alla retta 01 , e giacerò per conseguenza nel piano clic passa pel 
punto (x , y , s) ossia pel punto M ed ó perpendicolare alla medesima 01. 

Inoltre la perpendicolare MT abbassala dal punto (x, y , z) sopra la 
retta 01 è aguale come si sa (*) dalla Geometria a tre coordinate 

V(<I* — VyY + (rx — pz)‘ + (r y — gzj* _ e 

VV+J’+ r* ~ a ’’ ’ 


(*) 1 valori seguenti possono direttamente ottenersi oel modo che qui soggiungo. 
Abbuono OT — OM cojTOM. Ora 

cosTOM czzcosTOXcojMOX + cos'TOYcosMOY + cosTOZcosMOZ. 
Adunque 

OT = OM ( cosTO X rosMOX + cosTOY coiMOY + cosTOZcosMOZ). 

Ma (aS?) 

cwTOX'= - p «mTOY = 'L . , cmTOZ= — , 

Vp* +</* + /■* Vp*+</’ + r* Vp*+q’+r* 


tosMOX =a , rosMOY ss: — . cosMOZ = — — -. 

OM OM ’ OM 


Ouiudi sostituendo risulterà 


Ciò posto sarà 


,, f _ r x + r ir + r - 

Vp’ + q' + r‘‘ 


(MT)* = (OM )* — (OT)’ = X* + y' + z 


(/'* + </>'+ rt)‘ 


p' + <r + r* 

(j* + f + -') (/>' + <{* + r') — (/Jx + (ff + n)' 

~ P % + 9‘ + r* 

_ (qx— pyY + + (O — 7-) 1 

“ p‘ + 9’ + c* 

Adunque re. 

Ter ottenere poi i eoseni degli angoli clic la retta MT contiene con gli assi OX , 
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ed i coseni degli angoli che essa forma con i (re assi OX , OY , OZ sonò 

rispettivamente 

q(qx—py)+r(rx—pz) p(py—qx)+r(ry—qz) p(pz-rx) + q(qz-ry) 
““fi ’ R ’ lì 

dove per brevità si suppone 

n-={p' +q' + r'Y [(.q x —iy)'+ (**— />»)* + Co* — </*)*]* = 

={ -ri ) +<'*—/'*)]' +[p(ry— qxì+’i’y-q*)]' +[p[p*—r*) +q(.q*-ry)ì' }*' • 

Moltiplicandoli ordinatamente per i coseni degli angoli che la direzione della 
velocità o contiene con i medesimi assi , ossia per i coseni 

qz — ry rx — pz py — qx 


OY , OZ, chiamiamo x ( , , 3, le coordinale del ]>uolo T ; saranno questi Coseni 

*— *. y— y, *—*. 


Ora noi abbiamo 


e quindi 


MT ’ MT ’ 
a», = OT rosTOX 
jr, =: OT cosTOY : 


MT 


p(px -f <!J + Ti) 
p’+q' + r' ’ 
q'/’r + <iy + et) 

/>’ + q' + r* ’ 


Adunque cc. 


— Ap* + qy + n ). 

z. = OT rosTOZ = 

_ *(p' + q % + r*) — p(i lx + qy -fr r *) _ 
p'+q'+r' 

q{qx—py) + ijrx — pi) 

~ p' + q'+r' 

_ .vCa»* + g* + r ’ ) — <i(.p* + qy + r -) 
3 y ‘~~ p'+q’+r' 

_ p[py — q- v ) + r {ry -- qz) 

~ p’+q'+r' .. ’ 

-{p' +q’ + <" ) —<{p. r +qy + r -) _ 

. p'+.'l'+r* 

/)Q>3 — rq-) + ./(</; — o) 

— ^ + q' + r* 
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o facendo la somma dei prodotti, si avrà il coseno dell’angolo che la dira- 
none della velocità v fa con la perpendicolare MT. Ora si osserva che 

(?*— ry ) [?(?* — vy) + r(rx — pz) ] + 

+ ( rx ~ P~) [_P(P'J — qx) + r(rij — ?*)] + 

+■ (py - qx) [p(pz — rx) + q(qz — ry ) ] — 0. 

Finalmente essendo questa distanza MT = ^, il rapporto della velo- 
cità assoluta e del punto M ad MT sarà = a,. Quindi questo rapporto 
qualunque sia la posinone del punto M , sarà sempre lo stesso , e consUuen’ 
temente le velocità assolute di tutti gli altri punti del corpo che non si 
trovano sulla retta I 01 saranno proporzionali alle loro distanze dalla mede- 

259 ’ Ba , . uUo ‘» uanl ° è de,1 ° «»°ra (257. 258) si deduce che essendo 
ciascun punto di un corpo animato dalle tre velocità che prenderebbe se il 
corpo stesso com.nc.asse a rotare distintamente intorno a tre assi rettangolari 
OX , OY , OZ nel senso indicalo sopra (256) e con le velocità angolari por 
la soa velocita assoluta è quella stessa che prenderebbe se il corpo cominciasse’ 
a rotare nello stesso senso e con velocità angolare = l/« r 4. • , 

alla diagonale del parallelepipedo avente tre lati contigui proptrzionaTlllo 
p r q ,r, e situati rispettivamente sugli assi OX , OY 02!^ * 10 

Adunque per il primo istante del moto la retta I'Òl resterà immota e 
tutto ,1 corpo non farà che rivolgersi intorno ad essa. Infatti nel primo istante 
ciascun ponto dotato di velocita non potrà modificare il moto di un altro e 
tutti quest, punì, si muoveranoo come se fossero fra loro slegati : per conse 
guenza , poni, situati sulla retta l'OI dovranno restare immobili fin tanto che 
gli altri urtandosi a vicenda loro non comunicano il molo. La retta l'OI 
dicesi per tal ragione asse istantaneo di rotazione. 

n . 260 / Sia . 0X '»® Y '» 0/< (Aff-7 5 -*) «a alfo sistema di assi rettangolari 
OA la intersezione del piano XOY col piano X'OY' , e si voglia alle velocità 
p, q , r sostituire tre altre p , q' , r' intorno agli assi OZ' , OA OZ in modo 
che componendo queste ultime si abbia la medesima velocità assoluta 

„ S . ,a Alameli nazione dei due piani XOY , X'OY' ossia l’angolo ZOZ\ 1 
1 angolo AOX , e 1 angolo AOX. Per farsi una idea chiara della posizione 
de. nuovi assi si osservi che questi possono prendere la posizione dei primi 
ne! seguente modo. Senza spostare l’asse OZ' s. faccia girare intorno ad esso 

zìi mOA X ? Y IV™ V de,l ’ an g olo 4-, l'asse OX' prenderà la posi- 
zione OA e I asse OY la posizione OB. Tenendo ora fisso l’ asse OA si fac- 

OZ 0Z' C ObZ°,° da B , v 7 0 2'Je 11 ’ angolo 2r , essendo le rette 

nk* 71 C j pe r p , end,c ° ar ‘ ad 0A e P erciò s,,oa, ° in u "° «'«so 

PW tf cc ° Z prendera la P 09,zi0 “ e OZ e la retta OB andrà a situarsi 

tee. 
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nel piano XOY in OC. Finalmente lasciando immobile l’asse OZ si faccia gi- 
rare il piano AOC dell’ angolo 9 da A verso C , la retta OA prenderà la po- 
sizione OX, c la retta OC la posizione OY. 

Ciò posto si vede chiarissiaiameote esserei angolo BOY = AUa =+, 
l’ angolo BOC ==ZOZ' = 3, e l’angolo COY== AOX = 9 . 

Presa pertanto sopra 1’ asse OZ' la porzione Oa = 1 , si abbassi sopra 
OC dal punto a la perpendicolare ab ; e condotte dal punto b le perpendi- 
colari bc, bd sopra gli assi OX, OY , si congiungano i punti c, d col punto 
a: sarà evidentemente ab parallela ad OZ e per conseguenza perpendicolare 
al piano XOY, e per la Geometria ac perpendicolare ad OX c ad perpendico- 
lare ad OY. Adunque si avranno 

Oc = coi Z'OX , Od=cojZ'OY. 


Ma si ha Ob = coi Z'OC = sen 3 , e quindi 

Oc = Ob coi COX = Ob sen AOX = seri 3 seri 9 , 
Od = Ob coi CO Y = Ob cos AOX = sen 3 cos 9 . 


Adunque saranno 

cos Z'OX = sen 3 sen9 , coi Z'OY = sen 3 C0S9. 


E agevole ora il trovare le relazioni che hanno luogo fra le velocità 
„ Q V °c le altre p' , 7 ' , r'. Infatti decomposta la velocità angolare p' in 
ire altre intorno ad OZ , OY , OX , sarà jF cos ZOZ' =p'eos3 la componente 
relativa ad OZ, p'coi Z'OY = p'sen 3 coi 9 la componente relativa ad OY , 
e n'coi Z'OX — p'sen3sen9 la componente relativa ad OX. Similmente de- 
composta la velocità angolare 7 ' in due intorno agli assi OX , OY , sarà 
n'cos AOX = 7 'cos 9 la componente per l asse OX , e 7 co» AOY — 7 s«n 9 

la componente per l’asse OY.Dopo ciò sommando le velocità angolari appar- 
tenenti allo stesso asse si avranno 


p—p'se n3 se»9 -J* q'cot 9 , 
q = p' se »3 cos9 — 7'sen 9 , 
r = p'coi 3 + r'. 


261 Determinale le componenti della velocità assoluta di un punto qua- 
lunque del corpo parallele agli assi OX, OY, OZ, ci resta ora a trovare e 
componenti della sua forza accelerai rice parallele agli assi medesimi. 1 cr la 
qual cosa riprendiamo le formole (256) 


= qz — ry , v, — rx — pz, v . — py <l x - 


In queste possono variare le 
p, 7 , r; se si vuol conoscere 


coordinale x, y, s, e lo velocità angolari 
la differenza fra le velocità dei punti del corpo 
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determinati dalle coordinate x, y, z, ed x-J-d-r, y-\-dy , z-\~d: nel medesimo 
istante, bisogna far variare le sole coordinate x, y, s , o riguardare come 
costanti le quantità p , q , r; se si vuole conoscere la differenza da un istante 
all’altro fra le velocità dei punti del corpo che passano per uno stesso punto 
dello spazio , bisogna far variare p, q, r dei loro differenziali , e lasciare im- 
mutate x, y, s; finalmente se si vuol conoscere la differenza di velocità da 
un istante all'altro per uno stesso punto del corpo , bisogna far variare nello 
stesso tempo tanto le coordinate x, y, z quanto le velocità angolari p, q,r , 
avvertendo essere in questo raso 


dx dy 

= *«» — ' 


dt 


dt 


dz 

dt 


donde 


dx — v,dt , dy = v/lt , dz — v.dt. 


Ciò posto , poiehè la forza acceleratricc che nel tcmpello dt produce la 
■ • . dv 

velocità dv è misurala dal rapporto — , dinotando con p> , q , , r, le compo- 
nenti della forza acceleratricc del punto M parallele agli assi OX , OY , OZ , 
si avranno 

P, = * ^ — yj ( + ?(/'!/ — ?*) — r (rx — pz) , 

dr dp , . 

V. = * — s— + r(qz — ry ) — p(py — qx) , 

dp dq 

r, =y- — x—-{-p(rx — pz) — q(qz — ry). 


262. Trovate le tre componenti della forza acceleratrice di un elemento 
qualunque dM della massa del corpo , passiamo a stabilire le equazioni che 
determinano il moto rotatorio dello stesso corpo intorno al punto fìsso O. Sup- 
ponendo che gli assi OX' , OY' , OZ' sieno fissi nello spazio, c che gli altri 
OX , OY , OZ oltre all'essere legati invariabilmente al corpo , fieno gli assi 
principali del medesimo che si tagliano al punto O , osserviamo prima di 
tutto che le tre velocitò angolari indicate sopra (260) con p' , q' , r' sono ri- 

rf4- d3 dp . . 

speltivamente uguali a — , —, — e per conseguenza le equazioni poste 

alla fine del numero citato si possono scrivere in quest’ altro modo 

pdt = sen3 senp d4- cosp d3 , , 

qdt = scn3 c<jfpd± — senp d 3 , 
rdl — cos3 d4- -f" dp. 
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263. Sieno ora XdM , YdM , ZdM le Ire componenti parallele agli assi 
mobili della forza impressa all’elemento dM alla fine del tempo t. Le tre com- 
ponenti secondo gli assi medesimi della forza che accelera il moto dello stesso 
elemento, ossia della forza attuale, sono p,dM , q.dM, r,dM. Adunque le 
tre componenti della forza perduta dall’ eleoiento dii saranno 

« 

( X — p,)d3I , (F — q,)dM , (Z — r, >/.♦/. 

Ma pel principio di D' Alembert le forze perdale debbono equilibrarsi fra 
loro, e l’equilibrio deve aver luogo intorno al punto fisso 0. Adunque la 
somma dei momenti di rotazione delle forze rispetto agli assi OX, OY, OZ 
debbono essere nulle, c si avranno perciò le seguenti equazioni 


S [ (X — p,)z—(Z — r ,)x]dM = 0 , 

J-[(Z — r,)y —(Y-q,)zy.M= 0, 

nelle quali gl’integrali si debbono estendere a tutta la massa del corpo. 

Sostituendo a p, , q, , r, i corrispondenti valori (261) , e ricordandosi 
che per essere OX , OY , OZ tre assi principali , gl’ integrali J’xydìl , 
tfxzdM , SyzdM presi fra gli stessi limiti dei precedenti sono nulli, si tro- 
veranno 

J(xY — yX)dM — ~ S(x' + y*)dM — pqS{x 2 — y')dM = 0 , 

S(xX — xZ)dM — ~ J(x 2 + z 2 )dM — prS(x 2 — x 2 )dM = 0 , 

<f(yZ — zY)d.)l — ^ J(y 2 -f x 2 )dM — qrS(y' — z 2 )J3! = 0. 
al 

Ora dinotando con 0 , li , I i momenti d'inerzia del corpo relativi agli assi 
principali OX, OY, OZ, si ha 

J(y 2 + z' J )d.)l = G , J(x 2 + z 2 )dM = li , J(x 2 + y 2 )dM = I , 

e quindi 

J(x*—y 2 )dil = n—G, J(z 2 —x 2 )d J/=G — /, J(y 2 —z 2 )d3I=l-lI. 

Adunque sostituendo questi valori, c facendo inoltre 
<f(xY — yX)dM = R, J(zX—xZ)dM = Q, J(yZ - *Y)dM = P , 
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le tre equazioni precedenti diventeranno 

1 j t +{U~G)pq=R, 

II^ + (G-J)pr^O, 

Gf t +{l-U) qr =P. 

Queste tre equazioni insieme con le tre altre esposte nel numero precedente 
determinano completamente il molo rotatorio del corpo ; perciocché poten- 
dosi le tre componenti X, Y, Z esprimere per mezzo degli angoli 4-. 3,9 (*), 
le Ire quantità P , Q, R saranno altrettante funzioni di questi angoli , e 
quindi eliminando fra le dette equazioni le p, q, r, si avranno tre equazioni 
differenziali di secondo ordine fra le variabili indipendenti 4-, 3, 9, le 
quali integrate convenevolmente ci faranno conoscere a ciascun istante la 
posizione del corpo. 

264. Per dare un’ applicazione delle formole generali, trattiamo il caso 
più semplice, quello cioè in cui le quantità P , Q, R sono nulle. Ciò av- 
viene quando il corpo 6 stato posto in moto da forze istantanee ed in seguilo 
abbandonato a se stesso , essendo io questo ipotesi X = 0 , Y = 0 , Z = 0. 
Ciò ha luogo eziandio quando tutte le forze che agiscono sopra i diversi 
punti del corpo si equilibrano intorno al punto fisso , qualunque sia la posi- 
zione del corpo. 

Le equazioni ultime si riducono a 

Idr -j“ (H — - G)pqdi = 0 , j 
Hdq + (G — I)prdl = 0 , > (a) 

Gdp 4* (/ — U)qrdt =s 0. - 1 

Se ai moltiplica la prima di queste equazioni per r , la seconda per q , o la 
terza per p, e poi si sommano i prodotti , si avrà 

Irdr + Ilqdq 4 - Gpdp = 0 . 


(*) Essendo le forte X, Y, Z parallele agli assi mobili OX, OY , OZ, i loro 
valori dipenderanno dalla posizione di queste rette nello spazio, ovvero dagli angoli 
che esse fanno con gli assi fissi OX' ,OY' , OZ', e questi angoli possono agevolmente 
esprimersi in funzione di 4-, S, y . come dimostra il Poissoo nel suo trattalo di Mecca- 
nica, pag. a3a della edizione di Bruxelles. Vedi ancora la Geometria analitica dei Si- 
gnori Briot, e Bouquet, seconda edizione n. ao4- 
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Integrando e dinotando con li la costante arbitraria , si otterrà 
IP + llq 1 + Gp 3 = /».... (I). 

Se lo medesime equazioni si moltiplicano rispettivamente per Ir, llq , Gp , 
e dopo si sommano , risulterà 


Prdr -f- iPqdq + G'pdp = 0, 

ed integrando 

/V + ffy + G 3 p 3 = k\..(2), 

indicando con le 1 la costante arbitraria di questa seconda integrazione , la 
quale si esprime con un quadrato per essere il primo membro una quantità 
essenzialmente positiva. 

Le equazioni (1) e (2) danno 

** — Hh + (H— I)lr' , k 3 — Gh + (G — I)lr' 

P ~ (G — II)G ' q ~ (. U—G)U ’ 

c sostituendo i valori di p e q nella prima delle equazioni (a) si otterrà una 
equazione che risoluta rispetto a dt darà 

*= ±^SJ± 

[fc 3 — Uh + (Il - /)/r 3 ]r[Gà — k 3 + (/ — G)/r 3 ]* 

••ì li".! }> ■ I\ ■ IrgOOÌ i.i! .’I J 

In questa formola si riguarderà il denominatore come una quantità costan- 
temente positiva , c si darà al numeratore il segno -j- ovvero il segno — , 
secondo che il differenziale dr è positivo o negativo , acciocché il tempo sia 
sempre crescente ed il suo differenziale sempre positivo. L’integrale poi della 
medesima ci darà ( in funzione di r , onde si otterrà r in funzione di l , e 
quindi anche p e q si potranno esprimere in funzione di ( mediante le for- 
inole qui sopra esposte. 

Per avere poi gli angoli 4- » 3 > 9 in funzione di t, notiamo quanto 
segue. Sieno X'dM, Y'dM , Z'dU le componenti parallele agli assi fissi nello 
spazio OX', OV, OZ' della forza motrice dell’elemento dM le cui compo- 
nenti secondo gli assi OX , OY , OZ si sono indicale sopra con XdM, YdM , 
ZdM. Poiché le componenti della forza che tutta impiegasi ad accelerare il 
moto dello stesso elemento sono * 


dV d 3 u' dV 
dif, JLdM, dM, 

ifi&M !.«u X “ ,'i- >qoì 


le componenti della forza perdala saranno 

(Px 1 (Pii 1 

IX' IV 


ita at>3 orni*! 

d 3 a' 


<*■“?)"- 
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Dovendo poi lolle le forze perdale equilibrarsi fra loro intorno al punto 
fìsso O , si avranno 


ovvero 


ponendo 


(Tu' dV 

./[(!" - y- )x> - ( A" - -jjr) y'] dM = 0 , 
iPx* (Pz 1 

S[(X'- w y-(Z'- w )^yM=n, 
•W - ~)y' - (V - ^ X 1 mi = o , 




J (x 1 1” — y'X')dM= R ' , S(z'\‘ — x'Z')(lM =()‘ , J\y'Z’—i i'Y^dM^P 1 . 

Ma le (piantila /", ()', /<' sono nulle se tali si suppongono le altre /’, (), /{ 
(66); nella ipotesi adunque in cui ci troviamo, cbc cioè queste ultime quan- 
tità sieno nulle, avremo 


S^~-/-^ r )d!ik : z(ì > J^Ì±-z'Ì^)dM=iO. 


Queste equazioni hanno luogo in qualunque istante del moto ; moltiplican- 
dole per di , ed integrando rispetto a l , si troverà 


jv£-/£W, 


dx' du' 

dove c , c* , c" sono le costanti arbitrarie. Ora i prodotti — dM , ——dM , 

* di 7 di 1 

di' 

— d4f sono le componenti della quantità di moto dell’ elemento </Jf parallele 

agli assi OX', OY', OZ' , ossia di quella forza istantanea ebe gii comuniche- 
rebbe lo stesso molo da cui è animalo alla fine del tempo t , e conseguenlc- 
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mente le quantità 


(*' 


Si- 


di 


, d *\j U / , dx ' , dz \,u / , dz ' 



esprimono i momenti di rotazione della stessa forza riferiti agli assi OZ' , 
OY', OX'. Adunque le equazioni precedenti ci dimostrano che la somma dei 
momenti di rolniione delle quantità di moto che animano il corpo ad un 
istante qualunque riferite agli assi Ossi OX', OY'', OZ' sono costanti. Con- 
chiudiamo dal detto Onora , e da quanto fu dimostrato nel numero 63, che 
fra i diversi assi che possono condursi dalla origine O ve ne ha uno rispetto 

I 

al quale la somma dei momenti è = (c* -f e' 2 4- c" 1 ) 2 , ed i coseni degli an- 
goli contenuti dall’asse a cui si riferisce questa somma , che noi chiameremo 
momento principale di rotazione , e dagli assi OX', OY', OZ' sono rispettiva- 
mente uguali a 

c" e' c 

Ve’ + e ' 1 + c " 2 ’ VV-M ' 2 + c"'* ’ ^eH^ + e"’' 


Ciò premesso , poiché le somme dei momenti di rotazione rispetto agli 
assi principali OX, OY, OZ sono (263) rispettivamente 

J [ (py — qx)y—(rx—pz)z ]dM=J [p(itH-s’)— qxy— rxs~]'IM — Cp , 
J'[(qz—ry)z—(py~ qx)x ]dJf = J [ * J ) -ryz—pxy}IM= Hq , 

J[(rx—pz)x—(qz—ry)y]dM = .f [ r(x 2 +y 2 )— pxz— qyz]dM — Ir , 


sara (62) 

C’p 1 + //y + /V = c 1 + c’* + c" 1 = fc\ 

Facciamo coincidere l'asse OZ' con quello del momeuto principale di rota- 
zione , si avrà 

Gp — fceos Z'OX , llq = kcos Z'OY , ir = fccosZ'OZ , 

e sostituendo ai coseni i corrispondenti valori trovati nel numero 260 , ri- 
sulterà 

tip — kseift seni? , llq — ksen^feos^ , Ir = kcotS , 


e queste formule danno 


tangq = 


Gp 



le quali ci faranno conoscere 1? e 3t in funzione di t, essendo p , q , r Ire 
funzioni di t. Se ora dalle due prime delle equazioni esposte nel numero 262 
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&i elimini il~, si troverà 


pse 119 -|- qcosq — sen3r 


<4 

<ll' 


Gp Ila 

Ma si ha srn9= ~ ■ , oos< f = 7—5- • Adunque 


/; srn3 
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Ma Gp'+Ilq'=h — lP 
sostituendo avremo 


+ fcs«» J 3 


s«n 3 3 = 1 — cos 5 3 =l 


fV fc’— IV 
— = — p — • Quindi 


<4 


fc(à — Jr’) 
fc» — JV 


df....(4). 


Ponendo in questa in luogo di dt il suo valore dato dalla forinola (3) ed 
integrando, si avrà 4- in funzione di r, e conscguentemente in fonzione di t. 

La costante k ò il momento principale di rotazione delle quantità di 
moto di tutti i punti del corpo, e l’asse a cui si riferisce ha nna posizione 
stabile , perchè gli angoli che esso contiene con gli assi fissi hanno per co- 
seni quantità costanti : date dunque le velocità iniziali dei diversi punti del 
corpo, o le forze istantanee che le producono, e determinato il momento 
principale di rotazione con l’asse corrispondente , si saprà la costante & e la 
posizione dell’asse OZ\ Decomposto il momento principale di rotazione in 
tre altri rapportali agli assi OX, OY , OZ, si avranno i valori di Cp, Itq , 
Ir corrispondenti al principio del moto, e conseguentemente di p, q, f ; la 
formula (1) farà poi conoscere la costante h. Finalmente si determinerà la 
costante che entra nella integrazione della forinola (4) mediante i valori ini- 
ziali di r o 4-. 

265. Ci fermeremo ora ad esporre alcune proprietà del molo del quale 
si è trattato nel numero precedente. 

1.° Dicesi fona viva di un punto o elemento materiale, e più general- 
mente di un corpo di cui tutti i punti hanno la medesima velocità , il prodotto 
della sua massa pel quadrato della velocità. Ora il quadralo della velocità di 
uu elemento qualunque rfJ/del corpo rotante è (256) 

(qx — ryy + (rx — pzf + (py — qxf ; 

il prodotto dunque di questo quadrato per dii sarà la forza viva dello stesso 
elemento. Integrando per tutta la massa del corpo, e riflettendo essere nulli 
gl’integrali . 

J'xydil , SxxdH , J’ytdM , 

ilecc. 5a 
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si troverà per l’integrale definito 

Gf + Tlq 5 + Ir\ 

Ma siffatta espressione è costante ed è =/». Adunque la somma delle forze 
vive di tulli i punti del corpo è la stessa in qualunque istante del moto. 

2.° I coseni degli angoli che l’asse del momento principale di rotazione 
fa con i tre assi principali OX , OY , OZ sono (264) 

Gp ìlq Ir 

~k ’ k ’ r ; 

ed i coseni degli angoli che l’asse istantaneo di rotazione contiene con i me- 
desimi assi principali sono (257) 

p q r 

— , —, — . 

a» « oì 


Ter la qual cosa il coseno dell’angolo contenuto dall' asse del momento prin- 
cipale e dall’asse istantaneo sarà 

2£ + l Jl + l r l=l. 

kec ka: kos ka> 


Moltiplicando per questo coseno la velocità angolare a>, il prodotto ^ espri- 


merà la velocità angolare intorno all’asse del momento principale di rota- 
zione. Adunque la velocità angolare intorno all' asse del momento principale di 
rotazione è costante , ed agguaglia la somma delle forze vive divisa per lo stesso 


momento. 

3.° Chiamando 2 il momento d'inerzia del corpo rispetto all'asse che 
passa per la origine c fa con gli assi principali gli angoli * , /3 , y , si ha dal 

numero 232 


2 = G cos 7 a + Il eoe 3 (3 / cos°y . 


Ora se prendiamo sopra questo asse un punto la Cui distanza dalla origine 
sia = — — , e dinotiamo con x, y , z le coordinale di un tal punto relative 

V'- 
agii assi OX , OY , OZ , sarà evidentemente 

x\fz = cos * , y V2 = cosp , = cosy , 

e sostituendo questi valori nella precedente equazione , dividendo per 2 , 
si avrà 


1 = Gx 2 , 
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equazione dell* ellissoide centrale i cui assi coincidono con quelli delle coor- 
dinate (235). 

Ciò premesso, le coordinale del punto dove l’asse istantaneo incontra 
la superficie dell'ellissoide centrale , si ottengono combinando due delle equa- 
zioni (257) 

> ' ' - = l=z- 

p g t 

dell’ asse istantaneo con la equazione dell’ ellissoide ; essendo dunque 


si avrà 


e quindi 



y 




r 2 = (Gp 1 + lltf + Jr 2 )* 2 , ossia r 2 = hz 1 , 




Pertanto i valori dei coseni degli angoli che la normale in un ponto qualun- 
que alla superficie dell’ellissoide centrale fa con i tre assiOX, OY,OZsouo 

Gx Uy Jz 

Vg'x 1 + ir + fa 2 ’ s/G'x' + u y+7v’ VG'x'-fruy + tv 


Adunque sostituendo ad®, y, z i valori precedenti, ed avendo riguardo 
alla forinola 

Gy + ny + Pr 1 = k\ 

otterremo 


Gp llq Ir 

T ’ T’ I 


per i valori dei coseni degli angoli che la normale nel punto in coi l’ asse 
istantaneo incontra quella superficie forma con i tre assi OX , OY , OZ. Ma 
tali Sono pure i coseni degli angoli che l’asse del momento principale di ro- 
tazione fa con gli assi medesimi. Adunque il piano tangente la superficie 
dell' ellissoide centrale nel punto dove è incontrata dall'asse istantaneo è per- 
pendicolare all’ asse del momento principale di rotazione , c perciò ha come 
questo una direzione invariabile. 

Inoltre , indicando con *, , y, , z, lo coordinate variabili di questo pia- 
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no , la saa equazione sarà (*) 

*(*- + n, (*-£) * ,r 0-^) =°- 
e la perpendicolare abbassata sopra di esso dalla origine avrà (**) per valore 
Gp 1 + Ilq 1 + 7r J _ h _Vh 

VKVgy -f iry + /v * ’ 


e perciò non varierà in tutta la durata del molo. Il piano tangente di cui 
parliamo ba dunque una posizione fissa nello spazio ; donde si deduce che 
l'ellissoide centrale resta costantemente tangente al piano condotto ad una di- 


stanza 


Vh 

k 


dalla origine perpendicolarmente all'asse del 


momento principale 


di rotazione. Il suo punto di contatto è il polo istantaneo di rotazione , e per 
conseguenza la superficie dell’ ellissoide si applica continuamente al piano fisso 
senza strisciare. 

4. ° Essendo à(ar* -f- y 2 -f s 1 ) = 4- q* -f- r* = , si otterrà <» = 

= Vh \fx % + y 1 4- , e siccome V x 1 -f- g 1 -f- s 1 è la lunghezza del raggio 

vettore dell’ellissoide che termina al puntò di contatto, ne segue che la velo- 
cità angolare i proporzionale alla lunghezza del raggio vettore dell ’ ellissoide 
intorno al quale si esegue la rotazione istantanea. 

5. ° Sopra l’asse istantaneo si prenda un punto qualunque, la cui di- 
stanza dalla origine sia u, e le coordinale riferite agli assi OX, OY, OZ sieno 
x, y, z: poiché i coseni degli angoli contenuti dall'asse istantaneo e dagli 

. . p q r 

assi coordinati sono — , —, — ; si avranoo evidentemente 

CO OS OS 



x 

? 

r 

- = -u , 

X 

quindi 


XX 

gas 

zx 


P = T> 


u 


(*) Si consulti la seconda edizione del mio corso di Materna!. Tomo secondo , 
u.* 1 itJ5. 

(**) Qui pure si potrà consultare il tomo secondo del medesimo corso di Materna!. 
al n.° i83, avvertendo che la equazione del piano è nel caso che contempliamo 


Gp Ha 

*• = — F x ‘-yé 


r Gp' Hq' 

Y u. — j r — 4. — X— . 

VS Ir\h IrVh 


Dlgìtized by Google 


253 * 

Sostituendo quest» valori di p, q, r nelle formolo (I), (2) del numero pre- 
• cedente , si troveranno 

(Gx* + u y * + iz')^=h, (g 5 * 1 + i/y + iv) ^ , 

a» 1 

dalle quali equazioni eliminando , risulterà la seguente equazione di se- 
condo grado , • * 

G(k* — GhW + U(k* — Uh)y' + /(k 1 — Ih)*' = 0 , 

la quale appartiene alla superficie del cono descritto dall’asse istantaneo 
nell’ interno del corpo. > , • . ' . • _ 

Supponiamo che sia G il più piccolo ed / il più grande momento d’ i- 
nerzia ; essendo 

Gf + !If -f Ir* = h, 
cy+ny+pp^k*, ' , 

se dalla seconda di queste equazioni si sottrae successivamente la prima mol- 
tiplicala per G, ti, I , si troveranno 

k* — G A ==//(// - G)q* _f. 1(1 — G)r* , 

k* - uh = g(g — iiy + /(/ - uy , 
k*-ih = g(g —iy+ n (ir- iy , 

e quindi sarà A 1 — GA> 0 , A* — /A < 0 , potendo A* — //A essere positivo 
o negativo. Segue da ciò che tutt«^ le sezioni fatte nel cono da piani normali 
all’ asse OX saranno ellittiche o iperboliche secondo che A 1 — Uh è negativo o 
positivo; e le sezioni fatte nel medesimo cono da piani normali all’ asse OZ 
saranno ellittiche o iperboliche secondo che A ’ — Ilh è positivo o negativo : 
nell’uno e nell’altro caso i centri di queste sezioni si trovano sopra l’asso a 
cui sono normali. Quindi l’asse del cono coinciderà con l’asse OX ovvero- con 
l’ asse OZ , secondo che k * — //A sarà negativo o positivo. 

6.° Facendo coesistere la equazione del cono con quella dell’ellissoide 
centrale, le coordinate x , y, z apparterranno ai punti della curva descritta 
dal polo istantaneo sopra la superficie dell’ ellissoide; e se da queste due equa- 
zioni si elimina successivamente la x, la y, las, le tre equazioni che ne 
risultano 

II (Il - G)y* + 1(1 - G)z 2 = , 

G(G - ll)x* + 1(1 - uy = k ~ h Ilk , 

G(G - I)x* + H(U - !)>/ = 


Digitized by Google 



254 

saranno quello delle proiezioni della curva dei poli sopra i piani coordinali 
YOZ, XOZ, XOY. 

7.° Potrebbe in altra guisa , senza ricorrere al cono del quale si è par- 
lalo nel paragrafo 5.°, determinarsi la curva descrilla dal polo di rotazione 
sopra la superficie dell’ellissoide, ossia la curva dei contatti successivi del 
piano Csso con l’ellissoide mobile. Infatti per ciò fare basterà esprimere ana- 
liticamente la seguente condizione, che cioè nei diversi punti di questa curva 

la distanza del piano tangente dal centro è costantemente uguale a — (3.°), 

k 

o in altri termini che questo piano tocca eziandio una sfera concentrica 
all’ellissoide che sia descritta con un raggio = Esprimiamo pertanto con 

03 , y , z le coordinale di un punto qualunque della detta curva parallele agli 
assi principali del corpo; poiché questo punto si trova sulla superficie del- 
l’ ellissoide , si avrà la prima equazione di condizione 

Gx'+IIy' + Iz*=i. 

Inoltre , dinotando con x, , y, , a, le coordinate variabili del piano tangente, 
la sua equazione sarà 

Gx(x, —x)+ Uy(y, — y) + Iz(z, — a) = 0 , 

c conseguentemente la perpendicolare abbassata sul medesimo dalla origine 
avrà per espressione 

Gx 1 + Uy' + /a 1 


V/tfV + uy -f- fa 1 ’ 


ossia 


1 


vcv* + uy + xv ’ 
VI 

k 


dovendo poi questa perpendicolare essere uguale a ~- y l’altra equazione 
di condizione sarà 

1 


== = ~ , ov vero G V -j- 7/V -4- JV — 
F? ■ h’ 


Vgv + li y + 

la quale unita alla precedente ci somministra il modo di determinare com- 
pletamente la curva dei poli. E se da queste due equazioni eliminiamo suc- 
cessivamente la x , la y, la z, le tre equazioni 

U(U — G) f + 1(1 — G)F = k ~ Gk 


G(G — li)*? + 1(1 — U)F = 


h ’ 
k\— Uh 


g(g — i)x? + H(ti— iy = 


k' — Ik 
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eh** ne risultano npparlcrrano alle proiezioni di quella enrva sopra i piani 
YOZ , XOZ , XOY. Esso sono le stesse che quello del paragrafo precedente. 

. , , ' . , Vh k 2 i 

Chiamando ■3? la perpendicolare sara ; e con a, b, c 

k h 

rappresentando i semiassi dell’ellissoide centrale, avremo 


G=\, //=i, 

✓ a b 




Ciò posto le equazioni precedenti diventeranno 


bf 


’/ + 


. r* ■ 


3 13 


a 2 — b 2 , b 2 — c 2 , v 2 — b' 
x — — — - — i ■ — 


3 .3 


a — c 2 2 b 2 — e 2 , — c 


-* 2 -t 


b* 


y = 




Quindi , ritenendo come sopra G < // < / , ossia a> 6> c , si rileva che 
le proiezioni della curva dei poli sopra i piani YOZ, XOY sano ellittiche, e 
che la proiezione sopra il piano XOZ è iperbolica. Si potrebbe dimostrare 
col calcolo che la curva dei poli si proietta ip una intera ellisse sol piano 
YOZ o sul piano XOY secondo che ® è maggiore o minore di b. Ma ciò si 
farà chiaro se pongasi mente a quanto si é detto sopra, che cioè il piano 

Vh 

tangente all’ellissoide tocca altresi una sfera concentrica di raggio — = ®. £ 

ancora manifesto che la curva dei poli è simmetrica rispetto a due dei piani 
coordinati e che per conseguenza si compone di quattro archi uguali fra 
loro. - . 

Nel caso particolare di w = a, o di ® = c, la curva si riduce ad un 
punto il quale è l’estremo del raggio maggiore , o del raggio minore. 

Nel caso singolare di ® = h, le equazioni precedenti si riducono alle 
seguenti 

a 1 — 6’ , a 2 — c 2 , a 2 — 6 1 

—jr~ y ** * = é 2 ’ 

a 2 -6 2 ■ b 2 — c 2 


x 2 — z 2 = 0, 

a’ c H 

a 1 — c 2 . b 2 ~ c 2 . b 2 — c 2 


e la seconda ci dimostra che la curva dei poli giace in un piano che passa 
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per l’asse medio deli’ ellissoide ; essa 6 dunque una ellisse che ha il semiasse 

minore uguale ah, ed il semiasse maggioro = 

« 

8.® Nella figura 79.* la quale si 6 costruita nella ipotesi di a> 6 > c e 
di «■ > 6 , le ellissi ABA'B' , ACA'C', BCB'C' segoate nei numeri 1,2,3 
esprimono le sezioni dell’ellissoide centrale con i tre piaoi coordinati XOY , 
XOZ , YOZ. 

Le rette DE, D'E' nel numero 1 , e le altre FG , FTJ' nel numero 2 
segnano le intersezioni della superficie conica descritta dall’asse istantaneo 
di rotazione nell’interno del corpo con i piani coordinati XOY , XOZ\ 

Nel numero 1 l’arco aba' della ellisse bcb'c' è la proiezione nel piano 
XOY della curva dei poli descritta sull’ ellissoide dal polo istantaneo di rota- 
zione ; nel numero 2 l’ arco aba' della iperbola ebe' dinota la proiezione della 
stessa curva sul piano XOZ ; e nel numero 3 la ellisse aba'b' ne rappresenta 
la proiezione sul piano YOZ. 

Nel numero 1 la perpendicolare OP abbassata dalla origine sulla tan- 
gente TT' alla ellisse ABA'B' nel punto a , e nel numero 2 la perpendicolare 
OP abbassata dalla origine sulla tangente TT' alla ellisse ACA'C' nel punto 
a' , è quella stessa che dal centro dell’ellissoide si abbassa sul piano fisso e 
che noi sopra abbiamo segnala con or. Ora chiaramente, si vede che quando 
'SS —b, nel numero 1 il punto di contatto a cade in B e la ellisse bcb'c' si 
converte nell’altra CBC'B' che ha lo stesso asse BB' della ellisse ABA’B'. Nel 
numero 2 i rami della iperbola ebe' si confondono con le rette OH, OL ebe 
sono gli asintoti comuni a tutte le iperbole corrispondenti ai diversi valori 
di 'ss\ infatti i semiassi di una di queste iperbole, come apparisce dalla 
equazione 



la quale appartiene alla proiezione della curva dei poli sul piano XOZ , sono 
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ed il rapporto di questi semiassi che determina appunto la direzione degli 

- r , 


c 1 / a » _ " • 

asintoti è = — y ^ ^ 5 , o perciò indipendente da re. Nel numero 3 la 

ellisse aba'h' si converte in BcB'e'. 


9.® La curva formata sul piano (isso dalle posizioni successive del polo 
istantaneo di rotazione è compresa fra due cerchi che hanno per centro co- 
mune il piede della perpendicolare abbassata dal centro dell’ ellissoide sul 
piano fìsso, e si compone, generalmente parlando, di un numero infinito di 
archi uguali fra loro come vedesi nella Ggura 80.* 

Chiamiamo s la curva descritta dal polo istantaneo sopra la superfìcie 
dell’ellissoide , e a la curva descritta da) medesimo polo sul piano fìsso; con- 
siderando l’orbe chiuso s come la base di nna superfìcie conica avento il ver- 
tice nel centro 0 dell’ellissoide, egli è chiaro che durante il moto dei corpo 
questo cono gira incessantemente intorno alla sua generatrice appoggiando il 
contorno della sua base sopra il piano fìsso, e ebe in tal guisa questo con- 
torno traccia ruotando la curva piana a che il polo istantaneo descrive nello 
spazio assoluto. Egli c inoltre evidente che gli archi elementari da di questa 
curva piana sono perfettamente uguali agli orchi successivi c/s della curva 
mobile s che li produce , in guisa che se si ha la equazione di questa tra la 
lunghezza s di un suo arco ed il suo raggio vettore u , basta cangiarvi s in a 
per avere la equazione della curva a tra un suo arco a ed il medesimo rag- 
gio u tirato dal centro O dell’ ellissoide. Ma siccome questa curva a è piana , 
si fa meglio a rapportarla ai ragni vettori v tirati da un punto preso nel 
piano stesso della curva; laonde potrà scegliersi per un tal punto il piede P 
della perpendicolare abbassala dal centro O dell’ellissoide sul piano fìsso che 
si considera, ed in questo caso, chiamando re questa perpendicolare, ba- 
sterà cangiare u in VW'-f- t>* nella equazione della quale si tratta. 

Il raggio vettore v della cerva piana a non essendo altro che la proie- 
zione continua del raggio u della curva s i cui elementi ds si applicano suc- 
cessivamente suljnano per formare gli elementi uguali da della curva a , egli 
è chiaro che il raggio v, va , come il raggio ù, da un massimo ad uq minimo 
e da questo minimo ad un seguente massimo perfettamente uguale al primo, 
e cosi di seguito all* infinito ; c ciò per intervalli 0 lunghezze di archi a uguali 
tra loro ed al quarto della generatrice s. Adunque la curva a descritta dal 
polo istantaneo nello spazio assoluto è una curva piana regolarmente ondu- 
lata intorno ad un medesimo centro; una curva cioè formata da una serie di 
onde uguali e regolari i cui vertici sono posti ad uguali distanze, e serpeg- 
giante all* influito fra due cerchi concentrici le cui circonferenze sono da essa 
alternativamente toccale : i raggi di questi cerchi sono nella figura 79.* se- 
gnali dalle parli Pa numero I , e Pa' numero 2 delle tangenti TT'. 

Allorché re a i raggi di questi cerchi si riducono a zero, perchè il 
piede della perpendicolare OP si confonde col punto di contatto , e quindi la 
curva 3 si riduce ad un putito , e la rotazione del corpo si esegue intorno 
all’asse principale OX; nella medesima guisa si mostrerà che la rotazione ti 
Meco. 33 
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esegue intorno all’asse principale OZ allorché V=c. Quando txf = b il rag- 
gio del cerchio interno si riduce a zero , ed il raggio del cerchio esterno ad 
una quantità finita rappresentala nel numero 2 dalla parte QR della tangente 
alla ellisse nel punto R dove la circonferenza di questa é secata dall'asintoto 
OL , essendo Q il piede della perpendicolare abbassata dalla origine sulla 
delta tangente. Infatti allorché eg si accosta a b i rami della iperbola clic' si 
accostano (8.°) agli asintoti OH, 01- , ed il punto a' di contatto ai punto R. 
Ciò posto , la curva a prende la forma di una spirale la quale ha per punto 
asintotico il centro P come si vede nella figura 81. r 

Per un maggiore sviluppo delle cose discorse finora si può consultare la 
nuova teoria dello rotazione dei corpi del signor Poinsot , la quale si trova 
nelle addizioni della Connaiaance dei tempi del 1854. 


CAPO IV. 

DEI. MOVIMENTO INIZIALE DI UN SISTEMA RIGIDO B LIBERO 
SOLLECITATO DA UNA O PIÙ FORZE. 

t ’ * J 

260. Intenderemo agevolmente ciò che debba avvenire ad un corpo o 
ad un qualunque altro sistema rigido e libero sollecitato da più forze, se prima 
avremo conosciuto ciò che gli avvenga ove sia investilo da una sola forza. E 
qui converrà distinguere due casi, quello cioè in cui la direzione della forza 
passa pel centro di gravità del sistema dall’altro nel quale quella direzione 
non passa per questo centro. . 

267. Nel primo caso il corpo concepirà un molo progressivo con dire- 
zione parallela a quella della forza. t 

Poiché passando la forza motrice pel centro di gravità , essa si potrà 
concepire come risoluta in più forze uguali e parallele applicate a ciascuno 
degli clementi uguali del corpo. Quindi questo corpo non altrimenti si uiuo- 
verà che se ognuno dei suoi elementi fosse animalo da forze uguali e paral- 
lele, e perciò esso avrà un moto progressivo o di traslazione. 

268. In questo primo caso la velocità del corpo è uguale alla forza 

sollecitante divisa per la massa del corpo stesso. _ . 

Infatti chiamando M la massa ed F la forza impellente , se questa si ri- 
solva in tante forze elementari uguali e parallele quanti sono gli elementi 
uguali della massa , egli é chiaro che siccome la somma di tulle queste forze 
elementari deve essere —F ed il loro numero =M , cosi ciascuna di esse 

sarà Ma la misura di una forza applicala ad un elemento materiale 

M 

corpo , e per conseguenza il 


é la velocità. Adunque tutti gli elementi del 

F 

corpo stesso concepiranno la velocità v = —< 
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269. Nell’altro caso, quando cioè la direzione della forza non passa 
pel centro di gravità, il corpo concepirà nell’islesso tempo dno moti , l’uno 
progressivo come se la forza passasse pel centro di gravità, l’altro rotato- 
rio attorno del centro di gravità come se questo centro fosse immobile. 

Sia infatti MRD(/fy. 8a. a ) la sezione del corpo fatta mediante nn piano 
condotto pel suo centro di gravità G e per la direzione della forza impellento 
che rappresenteremo con AP. Su questo piano intendasi dal punto G innal- 
zato l'asse perpendicolare GX. Tirando poi GA perpendicolare ad AP e pren- 
dendo GB = GA, applichiamo nel punto B le due forze opposte BQ , BS 
delle quali ciascuna sia la metà della forza AP. Finalmente la forza AP s’in- 
tenda divisa nelle due uguali AK , KP. 

Da siffatta costruzione chiaro si scorge che alla forza AP potranno so- 
stituirsi le quattro forze uguali AK , BQ , KP , BS. Ora la risultante delle 
due prime AK,BQ passa per G, è parallela ad AP, ed éuguale ad AK-f-BQ, 
ossia alla stessa AP. Adunque per le due forze AK , BQ il corpo non in altra 
guisa si muoverà che se la forza AP passasse pel centro di gravità G. 

Le altre due forze KP, BS tendono evidentemente a far rotare il corpo 
intorno all’asse GX nel senso della forza AP, e col momento KP . AG-f-BS. BG. 
Ma per costruzione AG = BG , e KP -f- BS = AP. Adunque questo momento 
sarà AP.AG , che è appunto il momento della forza AP per far girare il 
corpo intorno a GX. Laonde per le due forze KP, BS il corpo roterà intorno 
all’ asse GX come farebbe per la sola forza AP se questo asse fosse immobile. 

270. Nella supposizione in cui ri troviamo la velocità del moto pro- 
gressivo è uguale alla forza impellente divisa per la massa del corpo , e la 
velocità angolare di rotazione è uguale al momento della forza diviso pel 
momento d’inerzia del corpo, riferendo ambedue i momenti all’asse di ro- 
tazione GX. 

Seguitiamo a rappresentare con F la forza movente, e con M la massa 
del corpo. Dinotiamo inoltre con il momento d’inerzia di questo corpo , 
con v la velocità del moto progressivo, e con a la velocità angolare di rota- 
zione. Finalmente la distanza AG si ponga — a. Dico che saranno 


Infatti il moto progressivo risulta lo stesso che se la forza F passasse pel 

. F 

centro di gravità (269). Adunque sarà (268) » = — . Il molo rotatorio è 

, 31 

pure lo stesso che se la forza F facesse girare il corpo intorno all'asse (isso 

Fa 

GX. Adunque si avrà (243) a> = — . 

271. La velocità del molo progressivo sta alla velocità angolare di ro- 


F 


Fa 
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il seguente 

Probi. Trovare il punto nel quale deve spingersi un dato corpo , perché 
prendendo esso contemporaneamente i due moti progressivo e rotatorio , stia la 
velocità del primo a quella del secondo in una data ragione. 

Sìa la data ragione quella di m : n j avremo 


tn : n = 2 : Ma , donde a = 


mif 


Converrà dunque che la direzione della forza impellenle sia distante dal cen- 

tro di gravità di un intervallo = — — . 

mif 

272. Sopra la retta AG prolungata al di là di G bavvi un punto C che 
per un dato istante sta fermo ; poiché quanto si avanzerebbe pel molo pro- 
gressivo , altrettanto retrocede pel moto rotatorio. Questo punto chiamasi 
centro di spontanea rotazione. 

Infatti la velocità di ciascun punto del corpo è la risultante delle due 
velocità progressiva e rotatoria che gli competono. Ora por i punti che sono 
situali sulla retta AGB le due velocità sono cospiranti od opposte. Cosi per 
un punto della AB posto alla distanza r dall’ asse GX sarà la velocità 
= v ^ raj , valendo il segno superiore se esso cade da G verso A , ed il se- 
gno inferiore se cade da G verso B. Per i punti adunque che cadono da G 
verso B la velocità é =v — reo ; quindi essa sarà =.0 per quel punto parti— 

v 2 

colare pel quale si verifica r = -, ossia (270) r= — . 

a> aM 


Per la qual cosa 


prendendo GC = — — , sarà C il centro di spontanea rotazione. 
o.W 

Si dedace da quanto è detto qui sopra che il doppio moto dal qoale il 
corpo é animato può per un istante riguardarsi come un semplice moto di 
rotazione intorno ad un asse parallelo a GX e distante da questo della quan- 
v 2, ' 

tità — = — . Infatti la retta AC (fig. 83.") condotta pel centro G di gra- 
ni al/ ' 

vità in virtù del moto progressivo nel primo istante si porterebbe io ab , 
cioè il punto B descriverebbe Bb, il punto G Gg, ed il punto A Aa. Ma nello 
stesso istante pel moto di rotazione il punto B verrà in b' ed A in a'; c con- 
siderando le lioeole Bb' , Gg, Aa' che si descrivono dai punti B , G, A come 
altrettanti archetti circolari, il complesso di quei due moti si potrà prendere 
come un solo moto rotatorio intorno ad un asse eretto sul punto C parallela- 

t> 2; 

mente a GX e distante da esso della quantità r = - = — — . 

a> aM 

E vicendevolmente se il corpo non avesse che un semplice moto rotatorio 
intorno ad un asse qualunque del quale la distanza dal centro di gravità fosse 
v 

- , qoesto molo potrebbe per un islaule riguardarsi come composto di due 
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moti simultanei , 1’ uno progressivo con la velocità v l’aUro rotatorio intorno 
al centro di gravità con la velocità angolare a». 

273. Passiamo ora a trattare del movimento di un corpo libero sollecitato 
da più forze. E primieramente proponiamoci di determinare il movimento 
iniziale del corpo allorché sono date le forze sollecitanti ciascun punto del 
medesimo. 

Si riferisca un elemento qualunque dii della massa del corpo a tre assi 
ortogonali OX, OY, OZ i quali passino pel centro O di gravità, e le forze 
sollecitanti 1’ elemento medesimo si riducano a tre P , Q , R parallele ai tre 
assi. Qual sia per essere il moto iniziale del corpo facilmente si raccoglie per 
le cose esposte qui sopra. 

Primieramente si comprende (269.270) che il centro di gravità dovrà 

a(P) 

muoversi secondo le x con la velocità — , secondo le y con la velocità 

M 

, e secondo le z con la velocità ; in tal guisa sarà la velocità as- 
Ai M 

solala 

o= + o«?>:r + [«e»)]’. 


Secondariamente deve il corpo aggirarsi (269) sopra il suo centro di 
gravità ; resta a vedere intorno a quale asse , e con quale velocità aogolare. 
Sieno l, m, n le somme dei momenti di rotazione delle forze P , Q , R per 
far girare il corpo intorno agli assi OX, OY, OZ; e sieno a, b, c i momenti 
d’ inerzia dello stesso corpo rispetto agli stessi tre assi. Le velocità angolari 
dp, dq, dr con le quali cominccrà il corpo a girare intorno a questi assi sa- 
ranno (244.270) 

Idi mdt » idi 

V’ ~T ’ T‘ 


Se duoque per compendio si poDga 




r m=* n* 


l’asse istantaneo delia rotazione iniziale conterrà (257) con i Ire assi gli 
angoli dei coseni 


l m n 

tifi’ 7n’ 


e sarà la velocità angolare iniziale 

dai == £ìdt. 
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274. A fine di determinare il proseguimento del moto del corpo , si 
consideri che essendo x , y , z le coordinate del punto corrispondente al- 
do: dy ■ ds 

l'elemento dM, saranno — , —, — le velocità con le quali questo ele- 
mento si muove secondo le stesse coordinate. Ciò posto , gl’ incrementi delle 
velocità impressi nell’istante dt dalle forze accelerataci P , Q , R sono 

Pdt , Qdl , Rdt ; 


gl’ incrementi poi delle velocità che effettivamente hanno 
mono per 





luogo si espri- 


Ma pel principio di D’ Alembert (240) il sistema delle forze motrici dovute 
alle velocità impresse deve fare equilibrio al sistema delle forze motrici do- 
vute alle velocità effettive o attuali allorché queste si suppongono rivolte in 
senso contrario. Adunque se ciascun elemento dM fosse animato dalle tre 
forze 

^Pdl-d.~^dM t Q)dt — d.^dM, Qtdt — d.^ dM, 

agenti rispettivamente secondo i tre assi, tutto il sistema dovrebbe trovarsi 
equilibrato. 

Due condizioni per questo equilibrio si richiedono (56). La prima è 
che le somme delle forze parallele a ciascuno dei tre assi sieno =0. Quindi 
considerando come costante l’ incremento dt , avremo le tre equazioni 

«a 

JPdM = j^dM, jQdt=\^dAl, JRdil^j^dU. J(A) 

La seconda è che le somme dei momenti delle forze per far girare il 
corpo attorno ciascuno dei tre assi sieno uguali a zero. Adunque per la ro- 
tazione intorno all’asse OX dovrà essere 

— £^dlf=0, 

e per le rotazioni intorno agli altri due assi OY , OZ 

S‘( 0d ‘-7 r)"“ = 
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quindi si ricaveranno 

S(Qz - Ry)dM = SzdM^— SydM^ , 

S(Ps — 0x)d.tf = SzdM~— SxdM~, 

(Fu d?x 

S{Qx - Py)dM = SxdM-^ - S ydM—, 

Ma 

</((>z — Ry)dM = / , </(Pz — Rx)dM = m , S(Qx — Py)dì! = «. 


Adunque 

/= JzdM^-JydM^, 

t» =:JzdM^— SxdM ~ , 

n — J *dM^ — SydM ~ . 

Ora siccome l'equilibrio di un corpo solido perfettamente libero si de- 
termina mediante sei equazioni, cosi per sei equazioni e non più si deter- 
mina il di lui moto. Con le Ire prime (A) determinasi il moto progressivo 
del centro di gravità; con le tre (0) si determina la rotazione del corpo in- 
torno a questo centro come se esso fosse un punto fisso. Noi qui non ci occu- 
peremo che del solo moto progressivo essendosi nel capo precedente detto 
abbastanza del moto di rotazione di un corpo intorno ad un punto fisso. 

275. Sieno pertanto X , Y , Z le coordinate del centro di gravità del 
corpo dopo un qualunque tempo t. Sarà per la proprietà di questo centro 

MX = SxdM , MY = SydM , MZ = SzdM. 



Quindi differenziando due volte di seguito per rispetto a t , e dividendo cia- 
scuna volta per di , si avranno 


d*X d’x 




u d'Z Sz 

M-^ = SdM-, 


Sostituendo questi valori nelle equazioni (A ) , risulteranno le seguenti altre 

<PX SPdM d 2 Y SQdM d'Z SRdM 

~dé M ’ dP ~ M ' d? M~ * 


9 
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le quali determineranno compiutamente il moto progressivo del centro di 
gravità del corpo. 

Siffatte equazioni sono .precisamente quelle stnse per le quali si deter- 
mina il moto di un punto sollecitato dalle forze arccleralrici (163) 

JPdM JQd.il JRdM 
M * M ' M 

Ora se tutta la massa il del corpo fosse raccolta nel centro di gravità , e se 
le forze P, Q, R ebe agiscono sugli elementi dM della massa fossero tulle 
trasportate nel centro di gravità , è manifestò che questo centro si troverebbe 
appunto sollecitalo dalle forze acceleratici 

jPdìI JQdM JRdM 
M ’ il ’ “1 ì 

Cnnchiudiamo dunque che il centro di gravità di un corpo libero così si 
muove come se tutta la massa vi fosse riunita e tutte le forze vi fossero im- 
mediatamente applicate. 

Nel libro precedente trattando dei piò semplici moti di alcuni corpi, e 
particolarmente dei gravi , abbiamo considerato i corpi stessi come semplici 
punti materiali prescindendo affatto dalla loro massa e dalla loro figura. Ed 
ora siamo convinti che il moto progressivo di un corpo libero è sempre lo 
stesso come se quel corpo fosse ristretto in un punto solo , nè la massa o la 
figura vi apportano cangiamento di sorta. Potrà beo talvolta al molo pro- 
gressivo accompagnarsi un moto di rotazione , ma di questo si è già trattalo 
nel capo precedente. 

CAPO V. 

dell’ orto dei corpi. 

276. Sieno due corpi che camminando con moto progressivo s’incon- 
trino. Se supponiamo che i loro centri di gravità camminino per la stessa 
lioea retta perpendicolare al piano tangente dei due corpi nel punto di con- 
tatto, avremo il caso dell'urlo diretto e centrale. E se si suppone che la retta 
descritta dal centro di gravità di uno dei corpi sia bensì normale al piano 
tangente , ma non passi pel centro di gravità dell’altro corpo , l'urto sarà 
tuttavia diretto ma eccentrico. Finalmente se la direzione del centro di gra- 
vità di uno dei corpi non è normale al piano laogenle , l' urto dicesi obbliquo. 
Consideriamo prima f urto diretto e centrale. 

277. La massa il animata dalla velocità o incontri la massa M' animala 
dalla velocità v' ; supponendo v > v 1 , le due masse dopo I’ urto procede- 
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ranno unite , e la velocità coniane sarà 

Mv + M'v' 
M + 3V ’ 

ovvero ancora 


9 


3F(v — v') 
M + M‘ ’ 


o finalmente 


®' + 


M(v — v') 
31 + 31’ ' 


È palese primieramente che le due masse prenderanno per effetto del— 
l’urlo una uguale velocità; perocché se la massa M conservasse una velo- 
cità maggiore di quella che ha acquistata la massa M ' , questa seguite- 
rebbe ad impedire il molo dell'altra, e sussisterebbe tuttavia l’urto, i| C qualc 
allora precisamente deve cessare quando la massa M' avendo presa tanta ve- 
locità , quanta ne ritiene la massa 31, più non le serve d’intoppo. 

Dinotiamo pertanto con V questa velocità comune; le forze o le quan- 
tità di moto delle due masse che prima dell’ urto erano Mv , M'v' divente- 
ranno dopo l’ urlo MV , M' V. Per la qual cosa le forze Mv , M'v' dovranno 
equilibrarsi con le forze —MV, — 31' V ; c quindi la equazione 

M(y — V) 4- M'( v'—V) = 0, 


dalla quale si ricava 

. . Mv + M'v' M'(v - «') j ( M(v - v') 

M 4- M' 1 M 4- M' V + M -f- M' ' 

Adunque ec. • 

Se il corpo urlalo M' è in quiete, bisognerà fare v' 0 , e se viene 
incontro al corpo M , si farà v' negativa. 

278. La mutazione delle forze è uguale in entrambi i corpi ; quella delle 
velocità è inversamente proporzionale alla massa. 

Avanti l’urto la massa M aveva la forza —Mv , e dopo l’urto ha la 
Mv -f- M'v' 

forza = M ; e perciò la mutazione della forza nella massa M sarà 

M 4* 31 

« Mv 4~ M'v' MM> , 

M%> M M+ 31' ~M+M l( - V '~ V )' 

La massa M' avanti l’urto aveva la forza =31'v ' , e dopo l’urto ha la forza 

r Mv + M'v 1 , . , „ 

= 3T ■; e per conseguenza la mutazione della sua forza sarà 

Jjf -p Jjl 


Mecc. 


3Iv 4- M'v’ , MM , 

M' — M'v' =3 (p _ p'y 

31 4- 31' M+M ,y ' 


D4 
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Adunque la mutazione delle forze in entrambi i corpi è la stessa. 
La mutazione poi della velocità nel corpo M è 


Mv + M'v’ M 
M 4 M ~M -f M' ^ 


v') 


) 


e quella della velocità nel corpo M' 

Mv + M'v' 

— v 

M + M' 


M , 
— M+ M' ^ 



Ora si vede cbe queste quantità stanno fra loro come M‘ : M. Quindi la mu- 
tazione dello velocità è inversamente proporzionale alla massa. 

279. La velocità del centro di gravità comune dei due corpi , e la somma 
delle loro forze, si conserva la stessa è prima e dopo l'urto. 

Infatti se si concepiscono riunite nel centro di pravità dei due corpi le 
forze Mv , M’v’ che questi hanno prima dell’ urlo , sarà la velocità di un tal 


centro prima dell’ urto espressa (270) per 


Mv 4* M'v 1 
~M + M' 


. Ma questa è la csprcs- 


sionc'della velocità delle masse unite dopo l’urlo; adunque ec. 
Inoltre la somma delle forze dopo I' urto ò 


M 


Mv + M'v 1 w Mv 4- M'v' 
M + M‘ "*■ 1 ~M~+M r 


= Mv 4 M’v' 


j 


come avanti l'urto. 

280. Vi ha dei corpi che nell’ urlo si comprimono, e dopo l’urto ten- 
dono a ripigliare la figura primiera con una forza proporzionale all’ urto 
stesso ; in guisa che questa forza viene a restituire loro iu senso contrario 
una determinata parte di quella forza , c per conseguenza di quella velocità 
che avevano nell’ arto perduta. 

Chiamasi questa forza elasticità ; la quale si dico perfetta se il corpo 
risale precisamente con tanta forza quanta ne perdette nell' urto : imperfetta 
se risale con forza minore.Sc vi ha dei corpi che nell' urlo non si comprimono 
punto, questi si dicono duri ; c se compressi dod ispiegaoo forza veruna per 
ripigliare la primiera figura , si dicono molli. 

281. La massa elastica M camminando con la velocità c incontri ed 
orti la massa elastica M' la quale cammina con la velocità Sia p il rap- 
porto della elasticità alla percossa ; cioè la frazione p esprima quanta parte 
della velocità perduta nell’urto riacquisti il corpo io senso contrario im- 
mediatamente dopo l’urto. Sarà dopo l'orto la velocità della massa M 
espressa per 


v 


_ (I 4 V) 


M'(v — v') 
M 4 M 
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e la velocità delia massa M' per 



+ 0+P) 


M(v — »') 
M + M' 


Infatti seguitando a chiamare V la velocità comune a cui per elìcilo 
dell’ urto si ridurrebbero le velocità delle masse M , AI ' , avrà la massa M 
perduta nell’ urto la velocità v — V , ed if la velocità u' — V. Quindi dopo 
l’urto e la successiva restituzione la velocità di M sarà (280) 

V-p(v-Y), 

e la velocità di M' sarà 


V — p(v' — K). 

, Mv+3Tv' , .... 

Ora in luogo di V sostituendo il suo valore ^ , la prima si ridurrà a 


— po + (1 +j)) ———=== — pv +( 1 


M+M' 


+ 'V - '*+« ! V = ' 


= ». — (1 + P) 


M’(v-v') 


M+-M 1 ’ 

e la seconda a 

. Mv + M'v' s f , . 

-K+(i+p) 1 ^ ¥ r=-K +( 1 + p ) ^ +i rprj = 

M(v— v') 


= »' + (1 +p)- 


M + M' 


Adunque cc. 

In queste formolo se si soppone p — 0 , si ritornerà al caso dei corpi 
non elastici del quale si è detto sopra (277); e se si fa p=l , avremo il 
caso dei corpi perfettamente elastici. 

I teoremi poi enunciati sopra nei numeri 278, 279 hanno eziandio 
luogo per le masse elastiche. Infatti la mutazione della forza della massa M è 


Mv 


-»{,-(i+ P )^p^}=(i+rt 


MM'(v — 1 >') 
M + ÌV 


e la mutazione della forza della massa M 1 è 


W 


I 


o'+(l +p) 


AI(y — »') 
M + M' 



jMV = (1 +p) 


MM'(v — «') 
il _j_ M‘ ' 


Adunque la mutazione della forza è uguale in entrambi i corpi. Che sia poi 
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la mutazione della velocità inversamente proporzionale alla massa è chiaro • 
perocché per la massa M questa mutazione é ’ 

+,)ì!2!^) =(1+rt S»=i> 

| M + M’ I ' +W M+«' ’ 


c per la massa M' é 


{•' 


+ o +rt »}-,, (l+rt ^). 


M + Af 

Finalmente la velocità del centro di gravità comune dei due corpi è 

M+M' V lJ M + M' _ Afe + M'v’ 

M+M' — M+aF~ 

come avanti 1 urto, c la somma delle forze dopo l'urto si trova subito essere 
Afe 4 - AfV come avanti l’ urto. 

282. La perdita delle forze vive che ha luogo nell’urto dei corpi è 
V J M + M' ■ 

lufalli la somma delle forze vive prima dell' urto è (265: 1 .“) Afe’ + M'v 12 ; 
la somma delle forze vive dopo l’ urto è 

* [ - + ^ f >-irnr }’■ + «• [ + (, +<■> lirfw }’• 

Adunque la perdila delle forze vive che avrà luogo nell’urto, sarà 


-<i +?) 


M + M' 

, MM”(v — v'T 


M + M' 


(M + M') 2 ' " (M+M') 2 

= 2(1 TF 1 -^ +^WT^ (mr ' + ^ M ' )= 


(M+M') 2 


■w« +>>-<• 


M+M‘ 


M+M' 
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Quindi si deduce che siffatta perdita è nulla per i corpi perfottamenle ela- 
stici, e che essa ó massima per i corpi non elastici. 

283. La differenza della velocità, ossia la velocità rispettiva , è prima 

. v mmmm yt 

dell’ urto =» — »'; dopo l’ urlo poi è = v — ©' — (1+p) ^ ^ (if+if) 

= p(v — o'). Per la qual cosa se i due corpi sono perfettamente elasti- 

ci , la velocità rispettiva è la stessa e prima e dopo l’urto. 

284. Se le due masse sono uguali e perfettamente elastiche, si scambie- 
ranno nell’ urto le velocità. Imperocché ponendo nelle formolo che esprimono 
le velocità delle due masse dopo 1’ urto M = JW e p — 1 , la velocità di M 
risulterà =«' , e quella di Èt riuscirà = o. 

285. Un corpo elastico urtando direttamente con una velocità o contro 
dì un ostacolo immobile, risale per la stessa linea con una velocità=pv. 
Poiché allora egli è come se la massa M' del corpo urtato fosse infinita , e la 
sua velocità V = 0 ; nel qual caso la velocità della massa urtante M diviene 
= — pv. Adunqueec. 

286. Si abbia una serie di masse M , M' , M " , . .. decrescenti in pro- 
gressione geometrica della quale sia q 1‘ esponente. La prima massa con la 
velocità o urti nella seconda che trovasi in quiete , e questo con la velocità 
che prenderà nell’ urlo vada similmente ad urtare la terza , e cosi successiva- 
mente. Cercasi la velocità che sarà comunicata alla massa »'“■*. 

E primieramente cerchiamo la velocità che sarà comunicata alla seconda 
massa. Essendo per ipotesi M = qM‘ o c' = 0, questo velocità sarà 


.. , , qWv _ 1+P 

( + P) _ I» , 1.1 c • 7 , 


qlW + M' 


1 -f? 


Si ponga ora nella formola che ci dà la velocità che il corpo urtato ha dopo 
l’urto M' = qM" invece di M, ed M" invece di M' : inoltre si sostituisca 

1+P . 

v-q-r-r — a i>, e si faccia t>'=0; avremo cosi la velocità comunicata ulta 
1 t q 

terza massa espressa per 


qM"v.q 


1 +P 


Procedendo iu simil guisa , si vedrà che la massa n"“ dopo F urto avrà la 
velocità espressa per 

/ 1 + p\ -• 

V » + J 

Se le masse M , .11' , M " , . . . fossero laute sfere di uguale diametro , 
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omogenee, e perfoltamenle elastiche , la «""* acquisterebbe la velocità con la 
quale la prima incontrò la seconda. Infatti in tal caso si avrebbe p = 9=1 , 
e la velocità della palla = 0 . Con ciò si rende ragione dello esperimento 
che suole istituirsi nella Fisica generale allorquando di una serie di pglle di 
avorio uguali sospese a fili flessibili e contigue le nne alle altre , si prende 
la prima e si solleva per un dato numero di gradi , e poscia abbandonata a 
se stessa si lascia percuotere la seconda con la velocità acquistata nella di- 
scesa ; si vede all’ istante che la ultima di siffatte palle sale per tanti gradi , 
quanti furono quelli dai quali discese la prima. 

287. Passiamo ora a parlare dell’urto diretto ma eccentrico. Si sup- 
ponga cioè cbe la massa Af con la velocità v vada ad incontrare fuori del 
centro di gravità la massa Af che si muove con la velocità «' in direzione pa- 
rallela a quella secondo la qualo si muove la massa Af. Cercasi il moto di 
ambedue le masse dopo l’urto. 

Sieno MOE, MRD ( fig . 8/f. a ) le sezioni dei due corpi Af, Af fatte da 
un piano condotto per i loro centri di gravità T , G , e per la direzione TA 
del moto della massa Af , la quale si supponga lontana dal centro G della 
massa Af per l’intervallo GA = a. Sia V la velocità che resta alla massa Af 
dopo l’urto; e poiché l’altra massa Af prende dopo l’urto due moti (269) 
l’uno progressivo, l’altro rotatorio intorno alla retta GX innalzata perpen- 
dicolarmente al piano secante nel punto G , sia V la velocità del primo , 
oj la velocità angolare del secondo. 

Primieramente le forze A/o , Afo' debbono equilibrarsi cod le forze 
— MV , — Af V ; adunque sarà 


Af(o — V) + Af (e' — F') = 0 . . . (1). 


In secondo luogo la massa Af è spinta a rotare dalla forza che la massa Af 
perde nell’urto, la quale è M(y — F); adunque, chiamando il momento 
d’ inerzia della massa Af rispetto all’ asse GX , avremo (270) 


Ma(y-y) 

® = s •• • (2). 


Finalmente da quanto fu detto nel numero 277 chiaro apparisce che 
tanta velocità deve rimanere alla massa Af quanta ne concepiscono quei punti 
della massa Af che si trovano lungo la retta TA , per la qual linea il corpo 
MOE prosegue il suo cammino , in guisa cbe la velocità residua della massa 
urtante deve essere tanta quanta è la velocità che prende il punto A della 
massa urtata. Ma la velocità residua della massa urtante è = V , la velocità 
che prende il punto A è= V -f- ao> (272). Adunque sarà 


F=F’ 4 - a® ... (3). 

Le equazioni (1) , (2) , (3) risolvono completamente il problema ; in 
fatti per mozzo loro si conosceranno le tre incognite V,V',v. 
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288. Il problema non sarebbe ponto più difficile se P una delle due masse 
o anche se tolte e due fossero elastiche. Imperocché la elasticità restituendo 
ai corpi in senso contrario una velocità proporzionale a quella che essi per- 
dono nell’arto, basterà trovare prima lo tre velocità V , K', «quali riusci- 
rebbero nella ipotesi che i corpi non fossero clastici , e poi sostituire loro ri- 
spettivamente 

K_p(o— F), V — p (t>' — V' ) , * + ;>«. 


E per ben intendere perchè ad «debba sostituirsi ® -f-p®, si osservi che la 
velocità angolare prima dell’ urlo è = 0 , e perciò essa potrà concepirsi come 
composta delle due ®, e — ® ; adunque — ® sarà la velocità perduta nell’urto 
essendo per ipotesi ® la velocità acquistata dopo l’urlo. Quindi si deduce clic 
la velocità restituita al corpo in virtù della elasticità sarà =—p® | a quale 
si dovrà prendere in senso contrario. Adunque dopo l’urto esso si troverà avere 
la velocità angolaro 

® — ( — pai ) = ® -f- pai. 

289. Se il corpo urtato é ligaio ad un asse immobile, esso non può 
avere e neppure può concepire alcun moto progressivo. Rimangono dunque * 
le due sole incognite V , ®, per determinare le quali, riferendo i momenti 
all asse di rotazione , si hanno eome sopra le due equazioni 


Ma(v — V) 

5 


V = 


aa>. 


290. Finalmente per dire alcuna cosa intorno all’urlo obbliquo dei cor- 
pi, indicheremo qui generalmente il metodo che si dovrà mettere in pratica 
per determinare il moto che prenderanno per I’ urto due masse che obbli- 
quaraente s’ incontrano. 

La velocità di ciascuna delle masse si risolva in due, I’ una normale al 
piano tangente ambo le masse nel punto di contatto, l’altra parallela a que- 
sto piano. La prima 6 la cagione dell’urto e subisce tutti quei cangiamenti 
che sopra abbiamo insegnato. La seconda rimane invariata , giacché per essa 
i corpi non si urtano né agiscono punto scambievolmente. Pertanto compo- 
nendo questa ultima con la prima modificata corno richieggono le leggi del- 
l’ urlo diretto , si avranno le velocità e le direzioni dei due corpi dopo ì’ urto 
Per dare un esempio di un tal metodo, proponiamoci di risolvere il se 
guente problema : data la velocità e l'angolo d’incidenza di un globo clastico 
sopra un piano immobile, trovare la velocità e l’ angolo di riflessione. 

Sia v la velocità ed a I angolo d’ incidenza. Decompongo la velocità v 
in due, I una normale al piano che sarà «sena, l’altra parallela allo stesso 
piano che sara ucos*. La prima essendo la cagiono dell’ urlo , il globo in 
virtù di essa dovrà (285) risalire normalmente con la velocità =pvsen* ; 
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la seconda poi rimane invariata. Qaindi componendo le dae velocità fra loro 
perpendicolari pescnot , «cosa, si troverà la velocità di riflessione = 
= oVp^Kn'* + cos'a. E chiamando (3 1' angolo di riflessione si otterrà 

tanqB = SC,ÌX — «fan (/a. Laonde se la elasticità è perfetta , saranno la ve- 
ceoMt 

locilà e l’angolo di riflessione uguali alla velocità ed all’angolo d'incidenza. 
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LIBRO QUARTO 


DEILE MACCHINE 


CAPO I. 


KOZIONI PRELIMINARI RIGUARDANTI L’ATTRITO DEI CORPI, RIGIDEZZA 
DEI CANAPI, B LA RESISTENZA DEI SOLIDI. 

29! . Per attrito s’inlcnde la resistenza che un corpo pruova allorché si 
vuole fare strisciare sopra di un altro corpo. Ifavvi attrito tutte le volte che 
due superficie strisciano l'una contro l’altra, poiché queste per quanto ci 
sembrino levigate, non lo sono però giammai perfettamente, trovandosi 
sempre in tutta la loro estensione sparte di scabrosità , ossia di prominenze 
e di cavità. Quindi avviene che quando due superficie si toccano le promi- 
nenze deU| una s’ internano nelle cavità dell’altra , in guisa che volendo fare 
strisciare l’una superficie contro l’altra, bisognerà strappare le parti che si 
sono internate, nelle cavità. Vi ha dunque bisogno di una vera forza per far 
strisciare un corpo sopra di un aUro, ed è la resistenza che a siffatta fòrza si 
oppone ciò che principalmente costituisce V attrito. 

Per determinare le leggi di questo attrito Coulomb e Ximenes contem- 
poraneamente, cioè nel 1781, si servirono di un apparecchio rappresentato 
dalla figura 85.» Una cassa A che si caricava di pesi a piacere poteva scor- 
rere sopra due tavoloni orizzontali B situati l’uno accanto all’altro ■ una 
corda attaccata alla cassa passava per la gola di una girella mobilissima C 
e discendendo verticalmente portava appeso un piatto D. Dopo di aver cari- 
cata la cassa A,, bastava di mettere dei pesi nel piallo D in quantità suffi- 
ciente acciocché il moto cominciasse a prodursi : i pesi posti nel piatto au- 
mentati del peso del piatto stesso , davano la misura delia forza che aveva 
posto la cassa in movimento, e per conseguenza la misura dell’attrito che si 
opponeva a questo movimento. Io tal sorta di esperimenti si poteva far va- 
riare ad arbitrio 1 .« la carica della cassa A; 2.» la natura della superficie stri- 
sciante, mettendo sopra i tavoloni e fissando sotto la cassa le diverse spedo 
di corpi che si volevano sottomettere alla esperienza ; 3.» finalmente la R rao- 
dezza delle superficie striscianti , facendo variare la estensione della super- 
ficie sopra la quale si appoggiava la cassa. 1 

292. Dal momento che un corpo incomincia strisciando a muoversi so- 

Alecc, . 2 c 
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pra di altro corpo , sopra di una tavola per esempio , fa d’ uopo per conser- 
vare il suo moto e per non fare diminuire la sua velocità , di applicare co- 
stantemente al medesimo una certa forza la quale tutta sia impiegata a vin- 
cere F attrito che si sviluppa tra il corpo e la superficie sulla quale striscia. 
Questa forza può come nel caso precedente servire di misura alla resistenza 
cagionala dallo strisciamento. 

Ma la forza la quale deve applicarsi nel primo caso non è sempre la 
stessa che quella che si deve applicare in questo secondo caso; la prima è gene- 
ralmente parlando più grande. Deve quindi distinguersi l’attrito che ha luogo 
nel primo distacco dall’ altro che si svilappa durante il movimento. 

Il medesimo apparecchio descritto qui sopra servi a Coulomb per studiare 
le leggi dell’ attrito durante il movimento. Ma in questo caso la determina- 
zione della grandezza dell’ attrito presentava maggiori difficoltà. Dal mo- 
mento che la cassa A cominciava a staccarsi bisognava osservare il suo moto, 
conoscere le leggi di questo molo, e misurarne la velocità. I mezzi che Cou- 
lomb impiegò per siffatte ricerche mancavano di precisione, e le leggi del- 
l'attrito che egli dedusse dalle sue esperienze non erano perciò che imper- 
fettamente dimostrate. 

Nel 1831 il signor Morin rifece gli esperimenti di Coulomb, ma sopra 
una scala assai più grande, e con molto più di esattezza. Egli cercò di nuo- 
vamente determinare le leggi dell’attrito nel primo distacco, e quelle altresì 
dell’ attrito che ha luogo durante il moto; ma fu soprattutto per queste ul- 
time die egli si risolvette ad intraprendere il suo lavoro. Al qual Goe esso ai 
mezzi impiegati da Coulomb nè sostituì altri ben più precisi , e che sarà 
pregio dell' opera di qui indicare. 

La difficoltà che presentano le ricerche relative all’ attrito che si svi- 
luppa durante il moto, consiste, come si è già da noi accennato, nell’ osser- 
vare le leggi del molo che si produce per l'azione dei pesi posti nel piatto 
D. Per giungervi il signor Morin fissò nell’asse della girella C un largo disco 
di rame E ( fig. 86. • ) il qnalc doveva per conseguenza rotare nel medesimo 
tempo che la girella: bastava evidentemente di studiare le leggi del moto di 
un tal disco per conchiuderoe quelle del moto della corda e quelle ancora della 
cassa A. Il disco fu perciò ricoperto di ur foglio di carta , ed un meccani- 
smo consistente in un intreccio di ruote dentate che poteva dare un movi- 
mento di rotazione uniforme ad un pennello imbevuto d’ inchiostro di Cina 
fu disposto d’ avanti al disco in guisa che la punta del pennello si appog- 
giasse leggermente sopra la carta come lo mostra la figura 86.* Se la cassa A 
(As- 85.“) restava immobile, ed il ceunato meccanismo faceva camminare 
il pennello, questo evidentemente doveva disegnare sul disco una circonfe- 
renza di cerchio. Ma se la cassa A si muoveva ed in conseguenza il disco gi- 
rava , il pennello mosso da quel meccanismo non doveva descrivere più una 
circonferenza di cerchio sulla superficie del disco, ma sibbene una curva 
dipendente nell’ istesso tempo dal movimento del pennello e da quello del di- 
sco. Ora essendo conosciuto il moto del pennello, doveva la forma di questa 
linea curva far conoscere il molo del disco. 
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Infatti sia ABC (/ig. £ 7 /) la curva tracciata sul disco dal pennello, ed 
Abc la circonferenza del cerchio che il pennello medesimo vi avrebbe de- 
scritta ove il disco non fosse stato posto in movimento. E supponiamo che il 
pennello, il quale si muove uniformemente, descriva in ciascun minuto se- 
condo gli archi uguali Ab, he,. . . Questo pennello era nel punto A allorché 
il disco ha cominciato a girare. Alla fine di un minuto secondo si é trovato 
in b; ed intanto in questo istante egli non ha segnato sul disco il punto b, 
ma il punto B che si è presentato sotto la sua punta a cagione della rotazione 
dello stesso disco; questo dunque ha dovuto girare dell’angolo bOB durante 
il primo minuto secondo. Alla Gne poi dei due primi minuti secondi il pen- 
nello si è trovalo io c ; bisognò dunque che a questo istante il punto C del 
disco fosse venuto a situarsi in c per essere segnato dalla punta del pennel- 
lo: quindi durante i due primi minuti secondi il disco ha dovuto girare del- 
l’angolo cOC. Continuando nella medesima guisa, si troveranno gli angoli 
dei quali il disco avrà girato durante i tre primi minuti secondi , durante i 
quattro primi minuti secondi , ec. 

In tutte le sue esperienze il signor Morin trovò che gli angoli descritti 
dal disco nel primo secondo, nei due primi secondi , nei tre primi secondi, ec. 
erano fra loro come i numeri 1,4,9,..., ossia come i quadrati dei tempi 
impiegati a descriverli. Gli spazii adunque percorsi dalla cassa A (fig. 85.“) 
nei medesimi intervalli di tempo erano ancora proporzionali ai quadrali di 
questi intervalli; ovvero, in altri termini , il movimento della cassa A era 
uniformemente accelerato (135: i.°). L’angolo del quale il disco avea giralo 
nel primo minuto secondo faceva conoscere la grandezza dello spazio per- 
corso nel medesimo tempo dalla cassa ; ed il doppio di questo spazio dava la 
misura della velocità acquistata dalla cassa dopo un minuto secondo di moto. 

Pertanto la forza che determina il moto della cassa A 6 il peso del piatto 
D e di ciò che esso contiene; ma questa forza è distrutta in parte dall’attrito 
che la cassa pruova strisciando: la porzione che rimane dà luogo all'acce- 
lerazione del molo. Ora siffatta accelerazione si produce uniformemente ; 
adunque l’eccesso del peso del piatto, con ciò che in esso 6 contenuto, sul- 
l’attrito della cassa, ha sempre il medesimo valore, e quindi questo attrito 
resta lo stesso in tutta la durala del moto. 

Per trovare la grandezza dell’ attrito si osserverà che, come si è detto 
qui sopra , la esperienza fa conoscere la velocità acquistata dalla cassa A alla 
Gne del primo minuto secondo. Calcolando quindi la grandezza della forza 
capace di dare questa velocità al corpo formalo dalla unione della cassa A e 
dei piatto D , la differenza che si ottiene dal sottrarre questa forza dal peso 
del piatto esprimerà il valore dell’attrito che pruova la cassa. 

Paragonando fra loro i risultameuli ottenuti in un gran numero di espe- 
rienze il signor Morin fu costretto ad ammettere come del lutto esatte lo se- 
guenti leggi stabilite da Coulomb. 

L’ aitato durante il molo i l.° proporzionale alla pressione che si esercita 
tra i due corpi che strisciano l' uno contro V altro ; ‘2.° indipendente dalla 
estensione delle superficie in contatto ; 3.“ indipendente dalla velocità del molo. 


276 

L attrito che ha luogo nel primo distacco è ancora 1 proporzionale alla 
pressione; 2.° indipendentt*dalla estensione delle superficie in contatto. 

293. L’attrito che ha luogo nel primo distacco è il medesimo che l'at- 
trito durante il moto allorché i corpi che strisciano l’uno contro l’altro sono 
dori , come sono le pietre ed i metalli. Ma per i corpi compressibili , come 
sono i legni , il primo attrito è notabilmente maggiore del secondo. Allorché 
si posa un corpo sopra di un altro corpo, dei quali uno almeno sia compres- 
sibile, e si vuole in seguito far strisciare l’uno contro l'altro, la resistenza 
che si pruova nel primo distacco non é Sempre la stessa , ma essa varia se- 
condo che la durata del contatto che ha preceduto lo strisciamento é stata 
più o meno lunga. Per lo strisciamento dei legni sopra legni dopo un contatto 
di due o tre minuti quella resistenza giunge al suo valor massimo e costante ; 
nei metalli dopo un tempo assai più breve, tanto che si può dire impercetti- 
bile, l’attrito giunge al suo massimo; nei legni però sovrapposti a metalli 
questo tempo è di parecchi giorni. Si prolunga molto con fungere le super- 
fìcie. Generalmente è maggiore allorché le superficie sono estese, e quando 
sono eterogenee. 

294» Può sembrare singolare che l’ altri!» sia nel primo distacco , sia 
durante il movimento non dipenda dalla estensione delle superficie striscian- 
ti ; sembra pel contrario a primo aspetto che esso dovrebbe essere propor- 
zionale a questa estensione; ma un ragionamento semplicissimo ci renderà 
persuasi di ciòcho la esperienza pur ci dimostra. Supponiamo che due corpi del 
medesimo peso si appoggino sopra un piano orizzontale , e supponiamo che 
le superficie di questi corpi le quali sono a contatto col piano orizzontale 
sieno della medesima natura e nella medesima guisa levigate , ma differenti 
in estensione , la prima sia per esempio doppia della seconda. Ciò posto , 
allorché si faranno strisciare questi due corpi sol piano , il primo striscerà 
per un numero di punti che sarà doppio relativamente al numero dei punti 
per cui striscerà il secondo : ma in tal guisa il suo peso ripartendosi sopra 
un doppio numero di ponti di appoggio , si potranno le pressioni che sopra 
di questi punti si esercitano riguardare come della metà minori delle pres- 
sioni prodotte dal secondo corpo; l’ attrito perciò sarà eziandio della metà 
minore in ciascun punto di appoggio. Laonde se il numero dei punti stri- 
scianti è più grande, l’attrito in ciascuno di questi punti è nel medesimo 
rapporto più debole , con che vi sarò un esatto compegso. 

295. Abbiamo detto sopra (292) che l’attrito é proporzionale alla pres- 
sione. Sia la pressione =Q , potrà l'attrito esprimersi per f(J , essendo f un 
coefficiente costante nelle diverse pressioni. Se non che, e dagli esperimenti 
di Coulomb, e meglio ancora da quelli di Ximenes pare ebe il coefficiente/ 
diminuisca alcun poco nelle grandi pressioni. Non pertanto la differenza é 
molto piccola e per lo più si può trascurare con sicurezza. 

Varia però il coefficiente f secondo la qualità delle superficie. Fra legni 
nuovi quantunque piallati f— 0, 50 circa; fra metalli f— 0, 18; fra 
legni o metalli allorché i primi strisciano sopra i secondi /— 0 , 60. 

Quando le suj>erlkie sodo logore per lungo frogamento , il coefficiente 
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f si fa minore. Cosi nei legni dalla meU ridatesi ad un terrò; e quando in 
questi corpi le fibre s’ incontrane ad angoli retti , f riesce anche molto mino- 
re , e si ridace a 0 , 25. 

Tolti questi numeri si riferiscono all' attrito cbe ha iaogo nel primo 
distacco dopo che le superficie sono rimaste per qualche tempo a contatto. 
Imperocché parlandosi (lei corpi cbe già si trovano in movimento, il rapporto 
f dell’ attrito alla pressione è , generalmente parlando , minore. Cosi per i 
legni che strisciano sopra legni si Ita f =■ 0 , 36 , e per i legni che strisciano 
sopra metalli f = 0, 42. Dissi generalmente parlando , poiché per i metalli 
che strisciano sopra metalli il valore di f è lo stesso tanto nel primo distacco 
quanto durante il movimento. 

Spalmando le superficie con materia untuosa si ottiene un vantaggio 
considerabile, e questo è tanto maggiore quanto l’unto ha più consistenza. 
I valori di f addotti finora suppongono che le superficie striscianti sieno per- 
fettamente secche : ma ungendole , il valore di ( risalta minore. Cosi fra 
legni unti con sapone secco nel primo distacco f= 0, 36 , e durante il molo 
si ha /~=0,14; se invece si ungessero con sego, nel primo distacco si 
avrebbe ^=0,19, e durante d molo f—0, 07. E quando anche l’unto 
non si rinnovi , finché resta nella superficie alcun poco della vecchia untuo- 
sità, dura tuttavia il vantaggio, potendo considerarsi l’attrito di queste su-» 
perficie siccome medio fra quello delle superficie asciutte e quello delle su- 
perficie di fresco spalmate. 

296. Havvi un altro modo di ricercare il rapporto /‘dell’ attrito alla 
pressione per un dato corpo. E questo consiste nel trovare per esperienza 
quel più ripido piano sul quale il dato corpo possa per se medesimo soste- 
nersi. Declini questo piano dalla verticale dell’angolo m; sarà f =. coliti. 
Infatti il corpo tende a scendere con forza = «prositi , e preme il piano con 
forza =gse nm. È dunque 1'atlrito = fgscnm. E perché esso equilibra la 
forza che ii corpo fa per discendere , si avrà 

fg senni — gcosm , donde f =cotm. 

Cosi essendosi trovalo che i mattoni si sostengono sopra un piano mediocre- 
mente levigato, purché declini dalla verticale di 50°, sarà per i mattoni 
/■= 0, 84. Le terre smosse non si sostengono a piombo, e prendono natu- 
ralmente un declivio dalla verticale di 60° se sono terre sabbiose e sciolte, 
di 54" se sano terre forti. Adunque per l’attrito delle terre fra loro il valore 
di f starà fra 0, 58 e 0, 73. 

297. Distinguono i meccanici due specie di attrito: l'attrito della prima 
specie è quello considerato finora ; I’ attrito della seconda specie é quello che 
si pruova da un corpo cilindrico cbe rota sopra di una superfìcie piana. Al- 
lorché si fa rotare sopra una superficie piana ed orizzontale un corpo cilin- 
drico , si sperimenta una certa resistenza : ciò può in parte provenire dal dif- 
formarsi del corpo, e della superficie sulla quale il corpo si appoggia, in 
ragione della pressione che si esercita nei punti di contatto. 11 cilindro si 
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schiaccia ( fig. 88.*) , e la superficie che fi regge si deprime a guisa di un 
solco , e per produrre la rolasione fa d’ uopo per cosi dire che in ciascuo 
istante il cilindro sia forzato a salire per un piano inclinato. 

Coulomb ha fatto ancora delle esperienze per determinare le leggi di 
questa specie di attrito. Egli si servi per tali ricerche del seguente apparec- 
chio. Due tavoloni orizzontali situati !' uno accanto all’ altro lasciavano fra 
loro uno spazio vuoto (fig. 8g.') ; un corpo cilindrico era posato trasver- 
salmente sopra questi tavoloni, e la pressione che egli esercitava poteva es- 
sere aumentata a piacere per mezzo dei cordoncini a , a , ec. alle cui estre- 
mità erano attaccati dei pesi uguali ; infine un cordoncino b avvolto nel 
mezzo del cilindro era terminato da un piatto c nel quale potevano mettersi 
differenti pesi. In ciascuna esperienza Coulomb metteva nel piatto dei pesi 
sufficienti a produrre la rotazione : questi pesi potevano servire di misura 
dell’attrito spettante alla seconda specie. 

Risulta dalle esperienze di Coulomb rhe questa specie di attrito in pari 
circostanze é 1 .* direttamente proporzionale alla pressione ; 2.° inversamente 
proporzionale al diametro del cilindro rotante. 

Varia ancora questo attrito seeoodo le diverse materie che formano il 
cilindro o il piano. Sembra però che la untuosità non giovi gran fatto a sce- 
marlo. Rotando un cilindro di guaiaco del raggio di 81 millimetri sopra no 
piane di rovere , risulta dalle esperienze f= 0 , 006 ; e rotando il medesimo 
sopra un piano di olmo , si trovò f = 0 , 010. Dal che si vede essere l’ at- 
trito della seconda specie ben piccolo in paragone dell’attrito della prima. 

298. Passiamo ora a parlare della resistenza che offrono i canapi allor- 
ché vi é bisogno di adoperarli nelle Macchine, a cagione della loro rigidez- 
za. Per ben intendere donde provenga siffatta resistenza, immaginiamo una 
forza che sollevi un peso mediante una fune addossata ad una girella , o an- 
che ad no cilindro. Se la fune non è perfettamente pieghevole , avviene nel 
tirarla che rimane solamente dalla parte dei peso per qualche tratto discosta 
dalla superficie del cilindro allontanando cosi il peso dall’asse di rotazione , 
e facendo crescere il suo momento; adunque per tal ragione si richiederà 
una forza alquanto maggiore per sollevarlo. La forza aggiunta è quella che 
vince e misura la resistenza proveniente dalia rigidezza. Essa può variare 
1 ,® secondo la tensione della fune, ossia secondo il peso che questa è desti- 
nata a tirare; 2.° secondo la diversa qualità, fabbrica, e preparazione della 
fune; 3.° secondo la diversa grossezza della fuoe; 4.® secondo la diversità 
del raggio della girella o del cilindro attorno a cui deve la fune piegarsi. 
Quanto influisca ciascuno di questi elementi nella quantità della resistenza 
proveniente dalla rigidezza delle funi , sarà l’ oggetto di quanto qui soggiun- 
geremo con la scorta della esperienza. 

299. In diversi modi sperimentò Coulomb la rigidezza dei canapi , e 
ne ebbe risultati del tutte concordi. Il modo più semplice é il seguente. So- 
pra due tavoloni paralleli e situati come nell’ apparecchio descritto nel nu- 
mero 297 si posa un cilindro perpendicolarmente alla loro lunghezza. A que- 
sto nell’ intervallo dei due tavoloni si addossa un canapo più o meo grosso , 
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alto coi estremità si appendono due pesi agosti cbe tengono il cilindro in 
equilibrio. Ciò posto, si aggiunge da una parte tanto peso quanto si trova 
bastare per dare e mantenere al cilindro un molo lento e continuo. Questo 
peso oltre l’ attrito di seconda specie vincerà eziandio la resistenza del cana- 
po; sottraendo dunque da esso quella parte che vince l’attrito , il resto vin- 
cerà e misurerà la resistenza del canapo. 

Da tutte le esperienze istituite da Coulomb per la de(erminazion«di sif- 
fatta resistenza se ne deduce 

1. ® Cbe variandosi il peso Q cbe tende la fune, « tutte le altre circo- 
stanze restando pari, la rigidezza della fune per una parte è costante, per 
l’altra è proporzionale alla tensione. Adunque essa potrà esprimersi per la 
forinola p + vQ. 

2. ® Che variandosi la qualità , fabbrica , e preparazione delle funi , va- 
ria la loro rigidezza , e quindi variane i coefficienti p, v. La qual cosa ab- 
braccia una diversità presso che infinita , essendo senza numero gli elementi 
che concorrono a diversificare la fabbrica delle corde di canape. General- 
mente può dirsi che le funi tanto piò sono rigide , quanto piò sono nuove e 
piò attorte. Le funi impeciate sono piò rigide delle bianche. 

3. ° Che variando il raggio della fune o la sua circonferenza , varia la 
rigidezza non già in proporzione del raggio siccome prima si supponeva , 
ma in maggior proporzione. Essa è come una potenza k del raggio o della 
circonferenza , essendo 1’ esponente k maggiore della unità ma diverso nelle 
varie qualità di. funi. Nelle funi nuove, e nelle impeciate può prendersi 
k= 1,75; nelle funi mollo usale Ze= 1,40. Quando però il raggio è pic- 
colissimo, come è quello di uno spagu o di un cordoncino ,ix|, 

4. ° Che variando il raggio delta girella o del cilindro a cui è addossala 
la fune, varia la rigidezza in ragione inversa del raggio. 

Sogginngo qni i valori dei coefficienti p , v per due funi I' una bianca , 
l’altra impeciata della circonferenza di metri 0,0632, ed addossata ad un 
cilindro del raggio di metri 0,0541. 

Per la fune bianca 

p = chilogrammi 2,06; v = 0,090. 

Per la fune impeciala 

p = chilogrammi 3, 23; y — 0,116. 

Di qui si può prendere norma per valutare ad un dipresso questa resistenza 
in ogni altro caso. 

5. ° Che chiamando R la resistenza proveniente dalla rigidezza delle 

funi si avrà - • • 

* = ^(« + K>). ' •- 
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Esprimendo con d. D i diametri rispettivi doli* fune e della girella; eoa a un 
pese costante relativo alla rigidezza naturale della fune e proveniente dal gra- 
do più o meno grande di tensione o di torsione dei fili semplici, dei quali 
essa si compone ; e con b un numero eziandio costante, e relativo solamente 
all'alimento di rigidezza dovuto alla tensione straniera proveniente dal peso Q. 

300. Può nascere dubbio se la resistenza proveniente dalla rigidezza 

delle funi sia costante, ovvero cresca insieme con la velocità. A rimuovere 
siffatto dubbio osservò Coulomb che nelle esperienze fatte nel modo indicato 
al principio del numero precedente, la discesa dei peso preponderante era 
eqnabilmente accelerala , e però la resistenza era costante. Ora questa resi- 
stenza ba due parti, l’una procedente dall’attrito , J’ altra dalla rigidezza 
del canapo. I.a prima di queste è costante (292) ; dunque lo è ancora la se- 
conda. ' • • * 

301. Fermiamoci ora alcun poco a parlare della resistenza dei corpi 
solidi. Si sa che un vincolo tenace stringe fra loro le particelle dei corpi so- 
lidi , mediante il quale esse oppongono gagliarda resistenza alla forza che 
tenti di separarle. Ognun vede che siffatta resistenza deve variare non solo 
nelle diverse specie di solidi , ma eziandio in quelli che essendo della stessa 
natura hanno diverse dimensioni. Inoltre si capisce facilmente ebe una tale 
resistenza deve essere diversa secondo che è diverso il modo col quale si ap- 
plica al corpo la forza che deve tentarne la rotlora. Se i solidi fossero per- 
fettamente omogenei ed inflessibili , la resistenza di una qualunque sezione 
potrebbe riguardarsi come la risultante di tante forze uguali e parallele 
quanti sono gli elementi uguali della sezione, e quindi essa sarebbe propor- 
zionale all’area della sezione medesima, e tutta raccolta nel di lei centro di 
gravità. Allora tutte le varietà dipendenti dalie dimensioni del solido e dal 
modo di applicazione della forza potrebbero geometricamente determinarsi. 
Ora quantunque nei corpi non s’ incontri mai questa perfetta ed aguale ri- 
gidezza delle loro fibre, purtutlavia non tornerà certo inutile di assumerla 
siccome ipotesi, e vedere dietro la scorta del Galilei , quali conseguenze ne 
derivino; Consulteremo poscia la esperienza , ed il confronto dei risaltati ci 
mostrerà quanto alla eterogeneità delle parti , e quanto alla imperfetta ela- 
sticità delle medesime parti debbasi attribuire. 

302. Sia un solido prismatico (/fy. 90 /) fisso nel muro da una sua 
estremità , e nell’ altra estremità gravato di un peso ohe stia per romperlo 
nella sezione MRSN , cosicché la resistenza di questa sezione faccia equili- 
brio al peso. Questo peso si prenderà per misura di quella resistenza. 

Se il peso trae normalmente alla sezione MRSN, siccome fa il peso P > 
tendendo a svellere if solido, la resistenza dicesi assoluta ; se trae parallela- 
mente alla sezione MRSN, siccome fa il peso Q, tendendo a rompere il solido 
per traverso , la resistenza dicesi relativa. 

£ per cominciare dall' assoluta, esprima k la tenacità sulla unità di su- 
perficie della sezione MRSN ; questa poi si riferisca all’ asse AD , intorno al 
quale si suppone simmetrica, chiamando x l’ascissa ed y la ordinata di un 
punto qualunque del sno perimetro. La resistenza assoluta di quella sezione, 
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ovvero il peso P ohe lo fa equilibrio , sarà ' 

P = -IkJ'ydx. 

Infatti il differenziale dell’area della sezione essendo '2ydx , la sua tenacità 
sarà =2 kydx. Quindi la risultante (301)., ossia la tenacità (olale dell'area 
RIRSN , cui deve essere uguale ed opposta la forza P , sarà — 2k7fydx ; con 
che resta dimostrato che nei solidi omogenei la resistenza assoluta è proporzio- 
nale alle loro sezioni perpendicolari alla forza distraente.. 

' 303. Consultiamo ora la esperienza. Musschenhroek cimeatò la resi- 
stenza assoluta di varii solidi col seguente artifìcio. Fermatane saldamente la 
estremità inferiore, legava l’altra estremità al braccio più corto di una sta- 
dera. Poscia nel braccio più lungo andava scostando il inarco, e cosi accre- 
sceva gradatamente la forza tendente a sollevare l’altro braccio , ed a schian- 
tare il solido. Notava- il segno ove era giunto il marco al momento della rot- 
tura , e da ciò conosceva la forza richiesta a superare la leuacità. Fece cosi 
molte pruore, specialmente su varie specie di legai e sopra corde metalliche 
di diversa natura e grossezza. 

Ciò posto nei corpi della stessa materia dovrebbero le resistenze variare 
in proporzione delle sezioni trasversali (302). Ora nei metalli deviarono da 
questa legge, non però molto, ed ora in un sènso, ora in senso opposto. 
Nei legni l’aberrazione fu maggioro ed affatto irregolare. Pertanto egli 1 è 
palese che queste anomalie provengono da difetto di omogeneità ; forse scom- 
parirebbero se gli esperimenti si eseguissero in grande; ma tali pruove in 
grande sono estremamente diffìcili a motivo delle forze enormi ebe richieg- 
gono. . - 

Fra i metalli dopo l’oro il ferro é il più rcsislcnte; vengono oppresso 
l’argento c l’ottone, metalli di uguale tenacità; segue il rame; debolissimi 
sono lo stagno ed il piombo. Il rapporto delle tenacità ò a un dipresso il se- 
guente 


Oro 

. ino 

Ferro 

. 1000 

Argento cd ottone . 

. 820 

Rame 

. 665 

Stagno 

.. 110 

Piombo 

. 65 


Secondo alcune esperienze del signor Rumford un centimetro quadro di buon 
ferro lavoralo sostiene chilogrammi 4470 ; di qui si può prenderò norma 
per gli altri metalli. 

304. Con apparato non dissimile dal precedente investigò Duhainel la 
forza richiesta a strappare grosse funi di canape. Era ben da aspettarvi 
molta varietà, poiché oltre le qualità diverse del cauape, tulle le circo- 
stanze della fabbricazione influiscono grandemente sulla suà forza. Le osser- 
vazioni principali furono le seguenti. 

Meco. ‘ 5 (j 
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1 . ® Nelle funi dello stesso filo e fabbricalo allo slesso modo, trovasi la 
f or za proporzionale alla sezione , conforme alla teoria. 

2. " Nelle funi di fabbrica diversa non si può prendere norma dalle se- 
zioni , poiché la commessura più o meno stretta dei fili o delle treccie induce 
molta varietà. Più giustamente si trova la forza proporzionale al peso della 
fune sotto uguale lunghezza , al qual peso è proporzionale il numero degli 
elementi che con la loro tenacità contrastano allo strappamento. Ciò devo 
intendersi quando la qualità del filo ed il grado dell’ attorcimento sia lo stesso 
in ambe le funi. 

3. ° Per le funi di buon canape attorte secondo la pratica comune, vale 

a dire cod l’attorcimento di un terzo, in varie pruove la resistenza assoluta 
riuscì di chilogrammi 520 per ogni centimetro quadrato di sezione. Ma que- 
sto valore è soggetto a molte varietà. Sopra tutto v’influisce il grado di at- 
torcimento il quale quanto è maggiore tanto più indebolisce la fune. Trova 
Duhamel che torcendo meno le funi , cosicché restino scorciate soltanto di 
un quarto invece di un terzo , la forza si aumenta nel rapporto di 2:3. Ila 
trovalo ancora che le funi impeciale sono più deboli delle bianche, e le ba- 
gnate più deboli delle asciutte. ... 

305. Per dire alcuna cosa intorno alla resistenza relativa dei solidi, ri- 
tenendo le precedenti denominazioni, pongasi la lunghezza AC del solido 
— c, si otterrà la resistenza relativa della sua sezione MRSN , ossia il peso 
Q che le fa equilibrio , espressa mediante la forinola • 



Infoili qui il peso Q tende a spezzare il solido nella sezione MRSN costrin- 
gendola a girare intorno al confine infimo RS, ed agisce col momento Qc. Ora 
la tenacità 2 In /dx dell’ elemento differenziale '2ijdx dell’area di questa sezione 
resiste a quello sforzo col momento 2kxyJx-, onde la somma dei momenti 
per tutta la sezione sarà 2kJxydx. Dovendo dunque essere per l’equilibrio 
questa somma uguale al momento del peso , si avrà 

Qc = 2 kfxydx , . 

2 k 

donde si ricaverà il peso Q = — Jxydx. 

c 

Quindi l.° So il solido ha la forma di un parallelepipedo, corno so- 
gliono essere le travi, polendo l’altezza AD = a, la largbezz^a MN=i, e ri- 
tenendo la lunghezza AC = c , si avrà costantemente y =± - b. Sostituendo 
questo valore nella forinola supcriore risulterà 

Q s= — S xilx == — x 1 + cnfl - 

c 2c • 
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Ora questo integrale si deve estendere da i = 0 fino ad x = a. Aduuque 

« & a 3 6 

P “27' 

Laonde le resistenze relative delle travi sono in ragione composta delle lar- 
ghezze, dei quadrati delle altezze, e della inversa delle lunghezze. 

2.° Il rapporto della resistenza assoluta alla relativa è il seguente 


PlQ=z t fydx : — S xydx = cS ydx : S xydx. 
c 

Per la qual cosa nelle travi, nelle quali y= 7-6 , e gl' integrali debbono 

J * 

estendersi da x = 0 Gno ad x = a , si avrà 

abe a 7 b a 


P:Q = 


~TT 


•2’ 


cioè la. resistenza assoluta sta alla relativa come la lunghezza alla metà del- 
l’altezza. • 

3.° Insieme col peso Q anche il peso proprio del solido tende a spezzarlo 
nella sezione MRSN. Volendosi tener conto di questo pe^o , che chiamerò V , 
esso dovrà intendersi applicato al centro di gravità del .solido, ossia alla metà 

| - 

della lunghezza. Agirà dunque col momento - Ve. Quindi la equazione del- 

*• Z 

V equilibrio sarà # • 

1 ! 2k 

Q + 5 V = — S xydx. 
z c 

306. Abbandonando la ipotesi Galileona dell’ assoluta rigidezza delle 
fibre, propose Leibnizio un’altra ipotesi che sembra convenir meglio ai corpi 
tessuti di fibre flessibili , o capaci di allungarsi per lo stiramento. Allorché 
il peso Q fa forza per girar la seziono intorno ai lato infimo RS , gli ele- 
menti corrispondenti a questo lato non soffrono distrazione alcuna , gli altri 
sono più e più distratti secondo la loro distanza da US. La resistenza loro 
secondo Leibnizio è proporzionale alla distrazione che soffrono ; ponendo 
quindi —li la resistenza nel lato superiore MN , quella che ha luogo in nn 
lato qualunque parallelo ad MN, e situalo ad una distanza x dal lato infimo 
kx 

RS, sarà t=x — . La resistenza adunque dell'elemento differenziale 2 ydx 

2k • 2 k 

dell’arca della sezione sarà = — xydx , ed agirà col momento — x 7 ydx. 

a « 

Facendo come sopra la somma dei momenti uguale al momento ( Jc dei peso 
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(/, trovasi in questa ipotesi 


(>= ’—J'x'udx. 
ap 


Supponendo y — -b, e prendendo l’ integrale da x=0 fino ad x=a, 
si avrà ' ' 

A X . 


sussisterà cioè anche in questa ipotesi fra io. resistenze relative delle travi la 
stessa proporzione assegnata sopra (305 : l.°). Il rapporto però della resi- • 
slenza assoluta alla relativa essendo in generale 

P : Q = acS ydx : S x'ydx , 


nelle travi questo rapporto sarà uguale a quello della lunghezza ad un terzo 
dell’ altezza. 

307. Passiamo finalmente ad un’ altra ipotesi la quale si conforma al 
vero più che le 'precedenti. Sia Un solido prismatico a base rettangolare in- 
castrato nella sezione MRSN ( pg . gl .“) c piegato da una forza Q giacente 
nel piano della sezione Ubera M'R'S'N', la cui di rezio ne sechi i iati opposti 
M'N' , R'S' per metà. Le fibre longitudinali del solido situate alla parte con- 
vessa si sono allungale e quelle situate alla parte concava si sono accorciate; 
la rottura succede quando le fibre situate sopra la superficie cilindrica 
MNN'M' , o quelle situale sopra la superficie cilindrica RSS'R', oltrepassano 
il li tni te- di slensionc o contrazione di cui sono capaci senza rompersi. Ora se 
supponiamo che le fibre oppongano la medesima resistenza tanto allo stendi- 
mento quanto all'accorciamento, in guisa che se il solido si allunga di una 
certi quantità per elleno di una forza distraente, di questa stessa quantità 
si dovrebbe accorciare so la forza si rivoltasse in senso contrario : e suppo- 
niamo inoltre , come nella ipotesi Leitmiziana, che questa resistenza sia pro- 
porzionale alla quantità di cui si è distesa o contratta la fibra ; chiaramente 
si scorge che le fibre le quali non hanno varialo di lunghezza si debbono tro- 
vare sopra la superficie cilindrica mnsr parallela ed ugualmente distante 
dalle altre MNN'M' , KSS'R' ; e che tutte le rimanenti si stendono o si com- 
primono di quantità proporzionali alle loro distanze da queste superficie. 
Ciò posto, ritenendo le denominazioni superiori , la resistenza della libra che 
si trova ad una disianza x dall’ asso mn sulla unità di sezione risulterà 


hx ‘2 Iìx 

==* = — — ; conseguentemente , per essere I. elemento differenziale della 

Min a 

sezione MRSN uguale a Mi, la resistenza delle fibre che passano per que- 
ste , ; 2 kb ■ , 

sto elemento sarà = Odx — xdx , ed il momento di questa resi- 
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stanza rispetto all’ asse ran risulterà = — x'dr. Integrando questo difTe- 
a a 

renziale da x = — — Gno ad *=r-, si troverà che il momento di resi- 
2 . 2 

. . ^ ,.,k «. . 

stcnza alla rottura del solido proposto viene espresso da — o J 6. Uguagliando- 
lo al momento della forza , che è Qc , si avrà 

k a 3 6 



6 c 


Adunque anche io questa ipotesi la resistenza relativa di una trave 6' nella 
ragione composta della larghezza, del quadrato dell'altezza, e della. in- 
versa della lunghezza. ' ..• ••• 

308. Con piccoli prismi di legno del tutto simili a quelli dei quali aveva 
sperimentala la resistenza assoluta , ne esplorò Musschenbroek la resistenza 
relàtiva, stringendo uno dei loro capi con forte slafla di ferro, indi aggra- 
vando l’altro capo Gotanto che il peso giungesse a spezzarli. Potè in tal guisa 
paragonare fra loro le due resistenze ; e variandole dimensioni dei prismi 
pota ancora paragonare fra loro le resistenze relative. Sottopose a simili espe- 
rimenti alcuni cilindretti di vetro. 

Nel vetro la proporzione della resistenza assoluta alla relativa risultò 
conforme alla ipotesi di Galilei ; ma nei legni aberrò stranamente non solo 
da qnesta ipotesi ma eziandio dalle altre, nè parve che si potesse ridurre ad 
alcuna regola certa, tanto nei diversi legni fu varia. Ciò peraltro non deve 
recar meraviglia ove si osservi che la fibre del legno non sono nè tutte rigide, 
come le suppose il Galilei , nè tulle ugualmente flessibili , come le supposero 
gli altri. Quindi non si tosto il peso Q comincia a forzare il solido che parte 
delle fibre -si strappa , mentre le altre seguitano tuttavia a resistere; e ne re- 
sta diminuita la resistenza della sezione in ragione del numero e della posi- 
tura delle fibre strappate. Nel che può esservi incostanza e varietà grandissima. 

Quanto al paragone delle resistenze relative dei solidi parallelepipedi 
esse riuscirono proporzionali alle larghezze ed ai quadrati dello altezze con- 
forme alla teoria. Come variassero nelle diverse lunghezze nou fu esaminato: 
ma le esperienze che riferiremo qui appresso (310) suppliranno a questa 
mancanza. 

309. Immaginiamo ora che il medesimo solido rappresentato dalla 
Ggura 90/ Sia posto sopra due appoggi immobili che sostengano le due se- 
zioni estreme MRSN , M'R'S'N' , e che dal punto di mezzo E penda un peso 
T il quale sia sullo spezzare il solido nella sezione mrsn. La resistenza del 
solido ossia il peso T che* )’ equilibra si esprimerà nella ipotesi di Ga- 
lilei per 

T = — - J'xyiLc ; 

• c 
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nella ipotesi di Leibnizio per 


T= — S x*ydx ; 

ac 

cd in quella spiegata nel numero 307 , nella supposizione sempre che il 
solido sia un prisma a base rettangolare , per 

_ 2, a'b 

3 c 

Infatti ciascuno degli appoggi sostiene la metà del peso T; perciò sussisterà 
l’ equilibrio , se rimossi gli appoggi, intenderemo sostituite ad essi due forze 
ciascuna uguale alla metà di jT, che traendo dalla parte di sopra, tende- 
ranno a rompere il solido nella sezione di mezzo mrsn. 11 momento di cia- 
scuna di queste forze sarà — T . — c = — Tc. Questo momento deve essere 

2 2 4 

uguale al momento della resistenza ebe nella ipotesi di Galilei é (305) 

2/; 

2 k<fxyJx, in quella di Leibnizio é (306) — Sx'ydx, ed in quella spiegata 

qui sopra (307) e pel solo caso che il solido sia una trave a base retlango- 
h 

laro è -a’ò. Adunque cc. 

Quindi 1.® T—\Q, un solido cioè appoggialo nelle estremità può so- 
stenere un peso quadruplo di quello che sosterrebbe quando fosso fitto nel 
muro da una sola banda; c questo peso, quando si tratta di travi, è nella 
ragione diretta della larghezza, del quadrato dell' altezza, e nella inversa 
della lunghezza. 

2.° Se il peso T non pende dal punto di mezzo E ma da un altro punto 
Ih; allora ponendo AH = s, c risolvendo il peso T in duo altri T\ 7 v '-ap- 
plicati ai punti A , C; avremo (30 : t.°) 


e quiudi 


T : V : V = c : e — s : s , 
7'(c- 5 ) 


VI* 


r = 


T"=i f. 

c 


Adunque, rimossi gli appoggi A, C, si dovranno per l'equilibrio sostituire 
ad essi in senso contrario le forze 

T(c — z) Tz 


. I 

Ciascuna poi di queste forze, in ordine alla rotazione intorno al punto II, 
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agisce col momento — - ; laonde per l’ equilibrio questo momento do- 

vendo essere uguale a quello della resistenza , risulterà nella ipotesi di Galilei 

_ ' 2ck . . 

T =77 rfxyd*, 

*(«-*) 

e nell’altra ipotesi di Leibnizio ’• , 

T = ----- - S x 1 ydx. 

• as(c — s) 

Adunque tanto maggior peso può sostenere una trave appoggiata oellc estre- 
mità a dei sostegni (issi , quanto piò il ponto di sospensione JI si scosta dal 
mezzo ; poiché questo peso deve variare in ragione inversa del rettangolo 
*(«—*)• 

3. ° Se il solido non giace orizzontalmente, si decomporrà il peso T in 
due forze una perpendicolare alla lunghezza del solido, l’altra secondo que- 
sta lunghezza, e si terrà conto soltanto della prima. 

4. ° Volendo tener conto del peso proprio V della trave, il punto E sarà 
gravato da un peso &= 2 '•$- V , e perciò ciascuno degli appoggi sosterrà una 

pressione =-jT-f--K. Rimuovendo questi appoggi, ed applicando ai 
Z Z a 

' 1 1 
punti A , C due forze uguali e contrarie alla pressione - T + -V , queste 

A Z 

forze agiranno contro la sezione di mezzo inrsn col momento \ Tc -f- - Ve. 

4 4 

Ma a questo sforzo contrasta il peso — V della mezza trave AE compresa fra 

là sezione estrema MRSN e la sezione di mezzo mrso , il quale potendosi 
concepire applicalo al punto di mezzo della stessa AE , agisce col mo- 
mento ^Fe. Adunque il momento della forza tendente a produrre la rottura 

O « « 

nella sezione di mezzo sarà uguale a 

ÌT^'-v,-\yc='-T,+\v c . 


Ciò posto , nella ipotesi di Galilei la equazione di equilibrio sarà 

T Tc + \vc=‘lkSxydx, 

4 0 
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od in quella di Leibnizio per i solidi di breve lunghezza , o per quelli che 
prendono una leggiera curvatura all’ istante della rottura 

4 Tc -j- ^ Ve = — Jx’ijdx. 

4^8 a ■ 


Quindi per la printa si troverà 

J + i V = — J'xydx , 


c per la seconda 

7 , , » .. 8 fc . 

7 -f — r == — Jx ydx. 
.2 ac 


Basterà dunque al carico T aggiungere il peso della mezza trave. 

5.° Giacciano orizzontalmente due travi di uguali sezioni, la prima sia 
fitta nel muro da una banda , la seconda sia sostenuta nelle estremità da 
due appoggi fissi ; e sieuo entrambe tanto lunghe quanto essere lo possono 
perché pel proprio peso non si rompano. Cercasi il rapporto delle loro 
lunghezze. 

Siccome da niun peso straniero sono gravate le (rati, perciò chia- 
mando G il peso della trave fitta nel muro, ed J la sua lunghezza, si avrà 


- 1 2k . ■ 

(305 : 3.°) Q = 0 , e quindi - G = -j J'xydx ; ed inoltre chiamando G 1 il 

peso della trave sostenuta nelle estremità , ed /' la sua lunghezza , si avrà 

1 Sk 

(4.°) 7' = 0 , « conseguentemente.- G 1 = — Jxydx. Adunque avremo 

* f 


G 


2 k 

7*7 


v 



Ora lo travi essendo di uguale sezione, e tulle e due della stessa materia , i 
pesi G , G 1 staranno fra loro come le lunghezze l , Per la qual cosa sarà 


/': 4/ = /:/', 


donde l 11 = 4P , ed l 1 = 21. Adunque la trave sostenuta nelle estremità 
può avere una lunghezza doppia di quella ebe è fitta nel muro da uua sola 
banda. 

310. Consultiamo adesso la esperienza : abbiamo su questo argomento ’ 
una bella serie di esperimenti del signor Buiibn praticali sopra grosse travi 
di rovere di sezione quadrata , pesanti 10G5 chilogrammi per ogni metro 
cubo. Queste travi posale nelle estremità sopri due saldi appoggi caricava 
egli nel mezzo a poco a poco fino a spezzarle. 
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La tavola segoente presenta i risultati medii della esperienza. I pesi cui 
cedettero le travi sono espressi in chilogrammi ; le lunghezze delle travi in 
metri; i lati della sezione trasversale io decimetri. Al carico addossato alla 
trave si è aggiunta la metà del peso della trave stessa per la ragione addotta 
sopra (309 : 4.°). 



LATI DELLA SEZIONE QUADRATA 

LUNGHEZZE 

DECISI. 

DECISI. 

DECISI. 

DECIM. 

DEC mi. 


1,083 

1,353 

1,624 

1,894 

2,1G6 

moiri 

chil. 

cliil. 

chil. 

chil. 

chil. 

2,274 

2614 

5064 

9307 



2,598 

2243 

4815 

7636 

12802 


2,923 

1988 

4095 

6478 

10996 


3,248 

3,898 

1789 

3520 

5553 

9595 

136G3 

1487 

3011 

4509 

7991 

11576 

4,548 


2637 

3721 

6559 

9793 

5,197 


2180 

3186 

5484 

8144 

5,847 


1 868 

2804 

4722 

6607 

6,497 


1642 

2515 

4173 

5785 

7,146 


1525 




7,796 

l 

1134 




9,095 


958 





Secondo la teoria i pesi T dovrebbero seguire la ragione composta della 
duplicata delle altezze, della semplice delle larghezze, c della inversa delio 
lunghezze. E perche qui la sezione è quadrala , dovrebbero quei pesi essere 
direttamente coinè i cubi dei lati delle sezioni , c reciprocamente come le 
lunghezze. Ora dalla prima proporzione non aberrano gran fatto; piuttosto 
e più costantemente si allontanano dalla seconda , .vedendosi che i pesi T di- 
minuiscono più che non esigerebbe l’ accrescimento delle lunghezze. 

Tra lo tante particolarità degnissime di attenzione notate da Buffon nel 
corso delle sue esperienze vi ha una osservazione per la quale consiglia di 
non caricare le travi oltre la metà del peso T ; poiché un peso alquanto mi- 
nore di T se non può spezzarle in breve tempo, ben può piegarle notabil- 
mente, e con l’ andar del tempo può romperle. 

Reggerebbe la trave ad un carice assai maggiore , se, invece di posare 
semplicemente sopra due sostegni , fosse in ambedue gli estremi invincibil- 
mente incastrata nel muro. Poiché allora non può rompersi se non si spezza 
in tre luoghi ad un tempo. Il Vcnturoli allenita che Gnora non è stato deter- 
minato I' aumento della resistenza di una trave caricala del peso T allorché 
Altee. dj 
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è serrata invincibilmente nelle due estremità : ma Bclidnr nella sua Scienza 
degl’ Ingegneri dimostra elle questo aumento è di 'circa un terzo, ed i moderni 
Meccanici l’ hanno trovato uguale ad un mezzo. 

Nello fabbriche non si omette d’incastrare per siffatta guisa i capi delle 
travi. Ma per lo più non è da fare gran fondamento sul vantaggio di forza 
che ne ricevono, o ciò per la poca resistenza e pel facile deteriora men tu dei 
cementi. 

CAPO II. 

dell’ equilibrio delle macchine. 

DELLA LEVA 

311. Per Icea s’ intende una verga di ferro, di legno, o di qualunque 
altra materia resistente, la quale serve a sollevare pesi (fig. gì"), o più 
generalmente ancora , a sostenere per mezzo di una jiotenza aiutata da un 
punto di appoggio una resistenza. 

Nella Meccanica generale si considera la leva come una linea retta o 
curva inflessibile senza avere alcun riguardo al suo peso. Nella pratica però 
il peso della leva fa parte delle forze clic si mettono in azione , come noi lo 
accenneremo qui appresso. 

Pertanto si distinguono tre generi di leve. Nella leva di primo genere il 
punto di appoggio o fulcro F (/ ig . g3.“) è situato fra la potenza P e la resi- 
stenza Q. Nella leva di secondo genere la resistenza Q è applicata ad un punto 
situato fra il punto di appoggio F e la potenza P (fi g. g/f"). Finalmente nella 
leva di terso genere la potenza P si trova fra il fulcro F e la resistenza 
Q(fig.g5.-). 

312. Le distanze del fulcro dalle direzioni delle forze P , Q diconsi i ri- 
spettivi bracci di leva. Ciò posto , nella leva in equilibrio lu potenza sta alla 
resistenza in ragione reciproca dei rispettivi bracci di leva. Chiamiamo a il 
braccio della potenza P, a b il braccio della resistenza o peso (>; sard nell’equi- 
librio Pa = Qb. Infatti i prodotti Pa, Qb esprimono i momenti delle forze 
P , Q per far girare la leva intorno al fulcro, e questi per 1’ equilibrio deb- 
bono essere uguali. Quindi si avrà 

P : Q = b : a. 

Adunque cc. E per verità dovendo per I’ equilibrio la risultante delle due 
forze P , Q passare pel fulcro , le perpendicolari clic da questo punto si ab- 
bassano sopra le direzioni di quelle forze riescono (13) proporzionali inver- 
samente alle forze stesse. 

Se la leva è curva come nella figura 96. a , abbassando «lai fulcro F 
sopra le direzioni delle forze/*, Q le perpendicolari Fp, Fq, queste dino- 
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leranno i bracci dulia potenza P e della resistenza Q , e per l'equilibrio do- 
vrà essere 

P:(J = Fq : Fp. 

Conseguita qnindì che qualunque sia la forma di una leva, questa potrà 
sempre essere sostituita dalia leva pFq formata dalle perpendicolari abbassate 
dal punto di appoggio sopra le direzioni delle forze, considerando i punti 
p , q dove siffatte perpendicolari vengono a cadere, come i punti di applica- 
zione delle forze stesse. 

313. Le forze P, Q polendo mai sempro essere rappresentate da pesi, 

potranno supporsi parallele : ed in questa ipotesi ecco in qual modo potrà 
per le leve rettilinee la dimostrazione fatta di sopra ricevere maggiore chia- 
rezza. Quelle due forze saranno evidentemente in equilibrio se la loro risul- 
tante passa pel punto di appoggio, c si trova distrutta dalla resistenza di un 
lai punto ; ora la risultante di dite forze parallele seca (21) la retta che con- 
giunse- i loro punti di applicazione in parti reciprocamente proporzionali 
alle forze; quindi perchè vi sia equilibrio la retla QO.‘) dovrà es- 

sere divisa in questa maniera al punto F. Per la qual cosa si avrà la pro- 
porzione 

P : 0 = FD : FA , 

la quale deve aver luogo anche quando i pesi agiscono in senso contra- 
rio (22) come avviene nella leva di secondo genere, ed in quella ancora di 
terzo genere ( fig . g4 ‘ , 95.“). Ma le parti FU, FA o esprimono i bracci 
h , a , o sono ad essi proporzionali. Adunque ec. 

314. Seguitando a supporre elio le forze P, Q dinotino due pesi, il 
fulcro potrà considerarsi come caricato da un pcso = /’ -f- Q allorché P , Q 
agiscono nello stesso senso. Questa carica sarà solamente aguale all’eccesso 
del pià gran peso sopra il più piccolo allorché P, Q agiscono in senso contrario, 
come nelle leve di secondo c terzo genere. In tutti i casi il fulcro deve essere 
capace di resistere alla carica. 

Inoltre nel primo genere di leva la potenza P può essere maggiore o 
minore della resistenza (J ; ma nel secondo genere la potenza è sempre mi- 
nore della resistenza, e nel terzo genere è sempre maggiore. 

315. Volendo tener conto del peso della leva , bisognerà considerarlo 
come una forza V applicata al centro di gravità G (fig. p3.’) delia stessa 
leva, ed allora la risultante delle tre forzo parallele P, Q , V dovendo pas- 
sare pel punto fisso F, si avrà per l’ equilibrio 

Q.BF = F.GF+ P.AF, 

e la carica dello stesso punto F diventerà P -f- Q + V. 

Proponiamoci per esempio di determinare il valoro di on peso P elio 
applicalo alla estremità A del braccio più lungo FA=a della leva, sia suf- 
licicntc a far equilibrio ad un altro peso Q applicato all’altro braccio FB = b. 
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Supponendo che la leva sia omogenea c di uniforme densità , il cCDlro di 
gravità G si troverà nel suo punto di mezzo , e sarà 

GF = BG— BF=i(a + 6) — 

Quindi si avrà 

. a — 6 

Qb z= V — - 1- Pa , 


donde si ricaverà 


/* = (>-- 
a 



cosi più il braccio a sarà grande comparativamente al braccio b, e più il 
peso V della leva concorrerà col peso P a fare equilibrio al peso Q. È dun- 
que importante nelle applicazioni di tener conto del peso della leva; infatti 
se noi supponiamo che la leva sia una barra di ferro omogenea del peso di 
8 chilogrammi , c di una lunghezza di 2 metri ; che il suo braccio più lungo 
sia di 15 decimetri , c quello più corto di 5 decimetri ; e che finalmente si 
voglia con questa leva far equilibrio ad un peso di 40 chilogrammi con ap- 
plicarlo alla estremità del braccio più piccolo: avremo n=15, 6 = 5, 
Q = 40 , V t= 8 , c conseguentemente troveremo 


P = 40 X 



15 — 5 
30 



Un peso dunque di 10 - chilogrammi sarà sufficiente nelle condizioni in cui 

O 


ci troviamo a far equilibrio ad un peso di 40 chilogrammi. Se non si fosse 
tenuto conto del peso della leva , si sarebbe trovato /’= 40 X — = 13+- 


chilogrammi , valore assai più grande del precedente. Nel solo caso adunque 
che i pesi P , Q sono grandissimi per rispetto al peso V della leva sarà per- 
messo di trascurare quest’ ultimo. 

316. Ma qualunque sieno le direzioni delle forzo P, Q, e qualunque 
sia puro la figura della leva , allorché si vuol avere riguardo al peso di essa , 
dovrà sempre per l’ equilibrio aversi 


Qb = Pa±Vc, 

dove c dinota il braccio di qùesto peso, ossia la distanza del fulcro dalla 
verticale clic passa pel centro di gravità della leva , e dove ha luogo il segno 
superiore o l’ inferiore secondo elio il peso V tende ad aggirare la leva nel 
scuso della polcuza P, o al contrario. 
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Imperocché per l’ equilibrio quel momento di rotazione che tende a far 
girare la leva in nn senso deve essere uguale all’altro momento di rotazione 
rhe tende a farla girare noi senso opposto. Ora se il peso V tende ad aggi- 
raro la leva dalla parte della potenza , il momento che ha luogo da questa 
parte è (3d. 36) Pa -f- Ve , e l’altro che agisce dalla parte della resistenza 
é Qb , e quindi 

Qb = Pa + Ve : 

se poi il peso V tende col suo momento Ve a far giraro la leva dalla parte 
della resistenza , il momento da questa parte sarà Qb + Ve , e quello dalla 
parte della potenza sarà Pa , e perciò 


Qb -f- Vc= Pa, donde Qb = Pa — Ve. 


317. Allungando la leva rettilinea di secondo genere, se per una parto 
si avvantaggia la potenza accrescendosi il suo braccio a , per l’altra si sca- 
pita venendo a crescere il momeuto Ve. Di qui il problema : dato il peso Q 
ed il suo braccio b , e dato il peso g della leva sulla lunghezza — 1 , trovare 
la lunghezza a della leva che dia il maggior vantaggio alla potenza. 


Avremo V = ga , e 


e = -a. Quindi per l’equilibrio sarà (316) 
« 


donde 


Qb = Pa—-ga a , 


b 1 

Pas K+2T 


E perché P sia un minimo si farà dP — 0 , pssia 

— + ;0 <ta = o » 


dalla quale si ricaverà la cercata lunghezza a = 



318. Diamo termine alla teoria della leva con 1’ avvertire che qualun- 
que sia il numero e la direzione delle forze applicate, e qualunque sia il 
modo col quale la leva si connette col fulcro, le proprietà dell’equilibrio, o 
lo pressioni sostenute dal punto di appoggio si dovranuo dedurre dalle con- 
dizioni di equilìbrio di un sistema di forma invariabile. Per il che rimettia- 
mo al capo IV del libro primo. 

Dimettiamo similmente alle cose dette nel capo precedente per ciò che 
spetta al vedere che il fulcro e la leva stessa sieuo abbastanza robusti per 
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reggere agli sforzi delle potenze. La quale osservazione vuol farsi anrora 
nelle altre macchine che successivamente andremo considerando. 

DELLA BILANCIA 

319. La Bilancia è una macchina che serve a paragonare fra loro le 
masse dei corpi, o a determinare la uguaglianza o la ineguaglianza dei 
loro pesi. Essa è un’applicazione sémplicissima della leva, e come tale an- 
eli’ i ssa si distingue in varie specie. Le principali sono la bilancia ordinaria 
la quale è chiamala semplicemente bilancia, e la bilancia romana ossia la 
stadera. 

La bilancia ordinaria è composta di una leva rettilinea AB(fig. 97 .'), 
alle estremità della quale sono sospesi due bacini o piatti uguali C, D atti a 
ricevere i corpi che si vogliono pesare. Questa leva è sospesa pel suo punto 
di mezzo in modo che possa oscillare intorno ad esso liberamente allorché 
l’equilibrio dei piatti è distrutto per la giunta di un peso nell’uno o nell’al- 
tro. Un ago poi Ff normale alla direzione della leva AB è fisso al di sopra 
del punto di sospensione, ed oscilla intorno a questo punto insieme con la AB. 

È dunque la verga AB una leva di primo genere divisa iu due partì o 
bracci uguali dal suo punto di appoggio F, ed aggravata dallo sforzo delle 
due potenze che si trovano nei due piatti , delle quali le direzioni sono pa- 
rallele fra loro, e fanno con la medesima AB due angoli retti allorché questa 
é orizzontale, o due angoli i cui seni sono uguali allorché è inclinala. Si 
comprende poi agevolmente che soltanto le masse uguali potranno essere in 
equilibrio sopra una somigliante leva. 

320. Premesse queste cose, ecco in che modo può dimostrarsi che nella 
bilancia perchè due pesi uguali collocali uno per piatto si equilibrino , fa 
d’uopo 1 .° che la bilancia anche scarica dei pesi conservi l’equilibrio ; 2.° che 
i due bracci sieno di uguale lunghezza. 

Dinotiamo eoo IV, A' i momenti delle due parli delia bilancia scari- 
ca , con a ,6 le lunghezze dei due bracci , c con P , P i pesi che si equili- 
brano. Dovrà essere 

N+Pa = A v + Pb, 

donde si ricava P(b — a) = .V — .V'. Ora se fra A’ ed A”' vi fosse qualche 
differenza , questa sarebbe costante e si avrebbe P(b — a) — cosi. , ciò die 
non può essere, perché P esprime un peso qualunque, ed è una vera 
quantità variabile; adunque À = A" , e conseguentemente /'(& — a) = 0 , 
la quale equazione dovendosi verificare qualunque sia P, non può non essere 
ancora a = 6 . 

La bilancia è falsa se manchi di alcuna delle doc accennate Condizioni , 
ma con tutto ciò può servire a determinare giustamente il pedo. Poiché il 
primo difetto si corregge facilmente equilibrando la bilancia scarica con 
l'aggiun- ,’crc nell’un dei piatti quel peso che la riduca all’equilibrio. Al se- 
condo poi si supplisce pesando il corpo primi nell’uno , c poi ncll’altfo piat- 
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lo ; il suo giusto peso sari medio proporzionalo fra quelli dei doe contrap- 
pesi che hanno servilo ad equilibrarlo. Poiché se il peso P posto successiva- 
mente nei due piatti viene equilibrato dai duo contrappesi () , {>' , sarà 
Pa = Qb , Pb = Q'a, donde si dedurrà P 1 — QQ ' , c P-=QQQ'. Cosi 
sup|tonendo che nella prima pruova il peso P sia stato equilibralo da 
()=38 grammi, e Della seconda da Q 1 = 42 grammi, il suo vero valore 

sarà P — VÌ59G = 39‘, 95. 

Se i contrappesi Q , Q 1 differiscono di poco, potrà risparmiarsi la lun- 
ghezza del calcolo di una estrazione di radice quadrata; imperocché si può 
in tal caso supporre 

P_ 0 + 0' 

2 


Infatti sia (>' = () -f- q , avremo QQ' = Q* Qq , c quindi P = VQQ' = 
= Q 1 -+■ Qq- Ora egli é evidente che se q è piccolissimo potrà senza er- 
rore sensibile supporsi 

VQ' + Qq=\/Q' + Qq + q j= Q + |. 


Adunque sarà 


P=Q+l=Q+ 



Q + Q' 

2 ‘ 


All’esempio addotto di sopra applicando questa ultima forinola, si tro- 
verà P = 40 grammi , il qual numero non differisce dal vero che per una 
frazione minore di 0,. 05, quantità al certo trascurabile negli usi ordinarli. 

321. La squisitezza della bilancia, e la comodità del maneggiarla esi- 
gono altre condizioni. Si vuole in primo luogo che per ogni menoma disu- 
guaglianza dei due pesi l'ago della bilancia lentamente s’inclini fermandosi 
in una situazione obbliqua all’ orizzonte senza però che del tutto trabocchi. 
Si vuole dippià che se la bilancia è equilibrata , c l’agò venga casualmente 
a piegarsi , esso non si fermi in quella situazione inclinata nè trabocchi , ma 
lentamente si riconduca alla situazione verticale. 

Supponiamo per poco che la bilancia sia sospesa ad un punto O (fig. g8.') 
situato al di sopra della leva AB, ed ugualmente distante dalle estremità A, B 
di questa , con le quali sia invariabilmente connesso per mezzo delle verghe 
rigide OA,Ofi. In tal guisa il prolungamento delia direzione dell’ ago della 
bilancia taglierà per metà e ad angoli retti la medesima AB. 

Ciò presupposto , l’adempimento delle due condizioni indicate qui sopra 
dipende soprattutto dalla situazione rispettiva dei tre punti 0, E, G, dei 
quali 0 é come si è detto il punto di sospensione della bilancia ovvero il cen- 
tro del moto, E è il punto dove la orizzontale AB incontra la verticale OG , 
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o G dinota il centro di gravità del giogo della bilancia. Una tale situazione 
poi si determinerà nel modo il più accóncio risolvendo i due seguenti pro- 
blemi. 

Probi. 1° Rompendoti l' equilibrio nella bilancia per la giunta di un 
piccolissimo peso p ad uno dei pesi uguali P , P che in essa si equilibrano , de • 
terminare la inclinazione dell’ago alla verticale che quindi ne consegiuterà. 

Supponiamo che aggiungendo il piccolo peso p al peso P che sta nel 
piatto D, passi il giogo della bilancia dalla situazione AOB nell’altra aOb , 
e facciamo l’angolo AOa = BOb = GOg = 4-, ® l’angolo AOE=BOE = a. 
Si conducano dal punti a ,.b, g le perpendicolari ah , hk , gi sopra la ver- 
ticale OG , ed il peso del giogo della bilancia si chiami SI. Essendo la bi- 
lancia in equilibrio nella situazione aOb, dovrà essere 

P.ah + SI. gi = (P + p)bk. 

Ma noi abbiamo 

ab = AOsen(* + 4-) = AOsenacos^. + AOsen-J- cosa = AEco*4 + OEse«4- , 
bk = A Ose ri (a — 40 = AOsen* co$4- — AOsen4 cosa = AEco$4 — OEse«4 > 
gi =OGse«4- 

Sostituendo dunque questi valori nella equazione dell’equilibrio, verrà 
[ (2 P + p)OE -ir SI. OG ] sen4- = p . AEcoi4- , 


donde si ricaverà 


‘dm/4- = 7 = 


p. AE 


(2/'+p)OE+ .l/.OG 

Se ora si dinoti con SI 1 il peso della bilancia carica , sarà -W'=jW-J-2/'+/) , 
ed SI' SI = 2P +p; per la qual cosa si avrà più semplicemente ancora 


tang-\. = 


p. AE 


SI'. OE + J/.EG 


Quindi si deduce l.° che la bilancia sarà tanto più mobile, quanto più 
lunghi saranno i bracci della medesima (*)} quanto più saranno vicini fra 
loro i punti O, E, G ; e quanto meno sarà caricata. 


(*) Che una lunghezza maggiore nei bracci di una bilancia contribuisca a darle una 
maggiore agilità è chiaro; poiché un piccolissimo peso che agisce «Ila estremità dj un 
braccio piu lungo può produrre quello stesso effetto che un peso più grande applicalo 
alla estremità di un braccio più corto. Ma da siffatta considerazione non si può nella pra- 
tica trarre un gran parliti) ; imperocché la lunghezza dei bracci deve sempre essere pro- 
porzionale alla loro solidità, nlirinienti essi diveriebbero flessibili, e cesserebbero cur- 
vandosi di essere uguali. D’ altronde crescendo la solidità nei bracci , crescerebbe la 
prcisiouc sul punto di appoggio e diminuirebbe per conseguenza l’agilità della bilancia. 
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2.° Che supponendo ii punto di sospensione o il centro del moto nel 
punto di mezzo della verga AB , in modo che sia OE = 0 , si avrà 


tang^. 


p. AE 

uni g ’ 


ed allora l'agilità della bilancia sarà la stessa sotto qualunque carico. 

3. ° Che supponendo nello stesso tempo OE = 0 , ed EG=0 in guisa 
che i tre punti 0,E,G coincidano, risulterà tang^.=: ero , ed allora per 
ogni menoma disuguaglianza dei pesi l’ago della bilancia traboccherà di un 
quarto di cerchio , e si farà orizzontale. * 

4. ° Che supponendo OE ed EG negative, tangj. si farà negativa ,. c 
l'ago traboccando trascorrerà oltre il quarto di cerchio. 

Ma ognun vede che queste due ultime situazioni dei succcnnati punti 
O , E , G sono viziose. 

Probi. 2.° Inclinandosi alla verticale con angolo 4- l’ago di una bilancia 
perfettamente equilibrata , trovare la forza con la quale il giogo tende a rimet- 
tersi nella situazione di equilibrio. 

Sia 2 il momento d'inerzia della bilancia carica rispetto all’asse del 
moto ; la forza acceleratrice con la quale il giogo tenderà a rotare nel senso 

aAbB per rimettersi nella situazione AOB sarà (244) =i=—^ /^bk+i/.gi. 

Sostituendo in questa foratola i valori delle perpendicolari ah, bk, gi trovati so- 

senJ. 

pra nel problema precedente, la cercata forza sarà =-^r-(2J , .OE+J/.OG). 


E se si fa M' = M + 2 P in modo che sia M' — M = 2P , questa forza 
verrà espresso eziandio da — ^-(d/'.OE -f- -Jf.EG). 


Si noti che nel computare il momento d’ inerzia 2; , le masse dei due 
pesi i J , I 1 che pendono liberamente dai punti A, B debbono intendersi con- 
centrate in questi punti. 

Dal detto si deduce I.® che supponendosi OE =: EG = 0 , la forza re- 
stituente è nulla ; allora la bilancia si dice pigra, anzi essa si arresta del tutto 
essendo l’ago indifferente a fermarsi in una situazione qualunque. 

2.° Che se OE ed EG si suppongono negative, la forza restituente sarà 
negativa; allora la bilancia si chiama folle , poiché per ogni minima incli- 
nazione del giogo, invece di rimettersi nella situazione dell’ equilibrio se ne 
allontana c trabocca. 

322. La stadera è una leva i cui bracci sono disuguali ; essa 6 compo- 
sta di una verga di ferro AB (fig. 99. * ) sospesa per un manico FK ; il brac- 
cio più corto porta un piatto, ovvero uu uncino C destinato a sostenere l’og- 
getto che si vuol pesare , ed un peso costante Q detto marco scorre mediante 
un anello pel braccio più lungo. Questa macchina ha il vantaggio di noa 
aver bisogno che di un solo contrappcso per pesare i corpi anche più gravi. 

Meco. 58 
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imperocché dalla teoria della leva , l’equilibrio ha luogo allorché la disianza 
del marco Q dal punto di sospensione è in ragiono inversa della disianza del 
corpo pesalo dal medesimo punto. Basta dunque di stabilire sul braccio FB 
delle divisioni delle quali il numero, a partire dal centro di sospensione , 
possa far conoscere il peso del corpo P allorché è equilibrato dal marco Q. 

Per esempio il peso del corpo P sia = 10 chilogrammi, ed il peso co- 
stante del marco Q sia un chilogrammo, l’equilibrio avrà luogo quando la 
parte Ka sarà uguale a dieci volte il braccio FA. 

In tal guisa supponendo che ciascuna divisione del braccio più lungo 
sia uguale al braccio più corto* allorché farà d’uopo di dovere situare il 
marco 0 sopra la quinta divisione per equilibrare un corpo posto nel piat- 
to si dirà che il peso di P è cinque volte maggiore del peso di Q , e cosi di 
seguilo. Le suddivisioni di queste parti daranno ugualmente le suddivisioni 
del peso al di sotto di Q. • 

323. In generale si dimostra che nella stadera se si divida il braccio più 
lungo in parti uguali, ed il mareo percorra successivamente ciascuna divisione, 
esso farà equilibrio a pesi crescenti in progressione aritmetica. 

Sia a il braccio più corto; b , b' , i successivi bracci di leva dd 

marco Q; P , P', P"> • • • > pesi cui fa equilibrio ; e Ve esprima il momeulo 
del peso della stadera. Avremo successivamente (31 C) 

Pa = Qb+Vc, P'a — Qb'+Vc , P"a— Qb" + l 'c ,. . 
donde ' ' 

(P 1 — P)a = Q{b' - b) , (/»" - P')a = Q(b" - b'),. . . 

Ma per ipotesi 

b' — b — b" — b' = ... 

Adunque sarà pure 

pi — P = P" — P' — . . . 

Di qui riesce agevolissima la graduazione della stadera. Avendo notato 
il punto nel quale il marco si equilibra nella stadera scarica, da un tal punto 
si coraincerà la divisione del braccio più lungo in parti uguali ,. c queste 
corrisponderanno a pesi crescenti in progressioue aritmetica, in guisa ilio 
se il marco sul termine della prima divisione fa equilibrio al peso di un chi- 
logrammo, lo farà al peso di duo, di tre, ec. chilogrammi al termine delle 
seguenti divisioni; e se si suddivideranno le prime distanze in parli uguali, 
per esempio in dicci , si avranno i decimi del chilogrammo , ovvero gli etto- 
grammi. 

Di ALCCKE MACCnWE COMPOSTE DI LEVE 

324. Se una potenza P equilibra una resistenza o uh [teso Q per via di più 
leve Vuna agente sull'altra, sta la potenza al peso come il prodotto di tulli » 
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bratti di leva posii dalla parie del peso al prodotto di tutti i bracci di leva 
j>osti dalla parte della potenza. 

Iofatli supponendo che le leve fossero in numero di (re , dinotiamo con 
A la forza che fa la prima leva sulla estremità della seconda, e con Y la forza 
che fa la seconda sulla estremità della terza; sicno a, a', a" i bracci di leva 
dalla parte della potenza , b, b' , b" i bracci di leva dalla parte del peso ; 
avremo (312.313) 

Va = A 6 , Xa' = Yb' , Ya" = Qb". 

Moltiplicando queste equazioni in corrispondenza fra loro, risulterà 
Paa'a" = Qbb'b" , donde P : Q = bb'b" ; aa'a". 

325. Determiniamo ora le condizioni dell’equilibrio nel ponte levatoio. 

Nel ponte levatoio espresso in profilo dalla figura 100. n si riuniscono 
due leve, I’ una di primo, l’altra di secondo genere, All è il tavolalo del 
ponte mobile intorno al fulcro A , ed ha la estremità II congiunta per mezzo 
della catena IiC con la estremità C della leva KDC mobile intorno al fulcro J). 

Se le due leve All, KDC agissero immediatamente 1’ una sull’altra, la 
condizione dell’ equilibrio si otterrebbe subito dalla proposizione precedente: 
ma conviene aver riguardo al peso cd alta situazione della catena BC. Noi 
chiameremo X la tensione della catena, cd esprimepdo con Io lettere segnate 
nella figura i pesi dei lati AB, BC , CD, DK compartiremo ciascuno ili que- 
sti pesi sopra i punti di appoggio e sopra le estremità dei lati. In tal guisa 
il punto B sarà gravato dal peso T -f- lt, il punto C dal peso (> + /{, ed il 
punto K dal peso P. 

Ciò posto , per i punti A , D si conducano le perpendicolari AG , DF 
sopra la BC , c le orizzontali All , LO ; e per i punti B, C , K si conducano 
lo verticali BI1 , CO, KL. Ora ò chiaro che nella leva AB il peso 2’-j- /{ col 
braccio All equilibra la tensione X col braccio AG; c nella leva KDC il 
peso P col braccio DL equilibra il peso Q Il col braccio DO, c la tensio- 
ne A col braccio DF. Sarà dunque 

(r -f- /O AH = A. AG, P.DL — (Q -f /<)DO -{- A.DF. 
Eliminando A da queste duo equazioni otterremo 

P . DL . AG = (O 4 - lì) DO . AG + ( T + R) DF . AH , 

la quale esprime la cercata condizione. 

Ora osserviamo che, chiamando * l’angolo che il tavolalo. AB fa con 
l'orizzonte, l’angolo’ che la leva KDC descrive per questa rotazione del 
tavolalo, %' l'angolo ABC , e fi’ l’angolo DCF , si hanno 

l)L=DKc.xgi , DO=1 >Gcos* 3, AH— A , AG=ABs«n<*' , DF=DC$enp'. 
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Sostituendo questi valori nella equazione precedente, e dividendo il risultalo 
per AB seni*' cos/3 , si avrà 

P.DK = ((> + /i)DC + (2’+ /QDC - /3 ' . cow> . 

- sena' cos/3 

Se il quadrilatero ABCD è un parallelogrammo, sarà x=(3 x oi l = /3' c con- 
scguentemente là condizione di equilibrio pel ponte levatoio si ridurrà a 

r.DK = (Q + ione + (T + fl)DC = «? + 2R + T) DC , 

ovvero a 

P.Q +2fl+r=DC:DK. 

Adunque nella supposizione in cui ci troviamo, il peso P determinato per 
mezzo di questa condizione terrà in equilibrio il ponte levatoio in qualunque 
situazione, poiché il suo valore per niente dipende dall’angolo a. 

Si noti che curvandosi la catena BC pel proprio peso , essa non si stende 
in linea retta come abbiamo supposto qui sopra ; ma ciò non fa gran diva- 
rio. Abbiamo inoltre supposto che i pesi che gravano i Iati sieno distribuiti 
in modo da potersi considerare come raccolti nel loro punto di mezzo; ma 
é agevole lo scorgere come si debbano cangiare le condizioni di equilibrio 
se i pesi sieno diversamente distribuiti. 

DEll’lSSE TfELI-A E TOT* 

326. L' asse nella ruota {fìg. 101 .’) è una macchina composta di un 
cilindro e di una ruota clic hanno il medesimo asse, e che fanno corpo insie- 
me ; questo asse ba le sue estremità poste sopra due appoggi fissi ; una corda 
è avvolta intorno al cilindro ed é ligata ad nna resistenza , ovvero porla un 
peso Q. S’ imprime alla ruota uu movimento di rotazione intorno all’ asse , 
essa fa girare il cilindro , la corda si avvolge a questo , e quindi vince la 
resistenza , ovvero eleva il peso. Il movimento di rotazione é dato alla mota 
o per mezzo di una fune avvolta alla sua circonferenza , ovvero guarnendo i 
denti ricarvi di essa o anche la sua circonferenza di piuoti ai quali si applica 
la potenza P , o sopra i quali salgono gli uomini per agire col proprio peso 
(fìg. 102 .’). Alcune volte invece della ruota si adoperano due leve che tra- 
versano il cilindro (fìg. 102 . “ bis) o anche dei manubrii; ma l’ effetto é 
il medesimo, o soltanto la rotazione riesce meno uniforme; la macchina 
d’altra parte ha il vantaggio di essere meno complicata. Allorché l’asse del 
cilindro è verticale, la macchina prende il nome di argano , e di essa si ser- 
vono per trasportare a poco a poco dei pesi considerabili. 

327. Prima di passare a determinare la condizione di equilibrio io que- 
sta macchina , osservo che le direzioni della potenza P , e della resistenza Q 
debbono supporsi situate in piani normali all’asse del cilindro; poiché se ciò 
non fosse ciascuna delle forze P , 0 si risolverebbe in due, una esistente in 
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un piano normale all’asse , e l’altra parallela allo stesso: e perchè le forze 
parallele all’asse non possono far girare il sistema intorno ad esso, dorranno 
solamente considerarsi le forze situate nei piani normali al medesimo asse. 
Parimente dobbiamo supporre che le direzioni delle forze P, Q sieno rispet- 
tivamente tangenti alla ruota ed al cilindro; poiché se ciò non avesse luogo, 
ciascuna di queste forze si risolverebbe in due, una nel senso del. raggio 
della ruota o del cilindro, e l’altra secondo la tangente alla ruota oal cilin- 
dro: ed è chiaro che soltanto queste forze tangenti potranno far rotare il 
sistema intorno all’ asse , le altre passando per l’ asse saranno elise dalla re- 
sistenza del medesimo. 

Ciò posto, sia FF'(/fg. 101 . *) l’asse del cilindro cho supporremo oriz- 
zontale ; la resistenza o il peso Q penda dalla fune verticale NN' la quale 
tocchi la superficie cilindrica nel punto 0 ; e la direzione della forza P (oc- 
chi la ruota IIG nel punto If. Dal pnnto 0 , dove il piano che contiene la 
resistenza e che è normale all’ asse FF' del cilindro laglia questo stesso 
asse, si conduca al punto D il raggio OD, il quale dovendo essere normale 
alla fune , sarà orizzontale. Dal punto C , dove il piano della ruota che 
contiene la potenza incontra il medesimo asse FF' si conduca un altro rag- 
gio CB parallelo al raggio OD ma diretto in senso contrario ; questo rag- 
gio CB sarà pure orizzontale e giacerà nel piano della ruota. Ora alla 
estremità B di CB s’intendano applicato dne forze R,R' uguali, fra loro 
ed al peso Q , le quali agiscano verticalmente ma in .senso opposto secondo 
le rette BR , BR' ; lo stato dei sistema resterà invariato. Abbiamo pertanto 
le (re forze R, R ' , Q ugoali e parallele delle quali due R, Q agiscono nello 
stesso senso , R' agisce in senso contrario ; conducendo quindi la retta BD , 
questa secando l’asse del cilindro nel pnnto Z in modo che sia BZ = DZ , 
per questo ponto passerà la risultante 2 Q delle due forze R , Q , la quale sarà 
elisa dalla resistenza dell’asse. Adunque soltanto resta a considerare la forza 
R! =Q e la forza P applicala' al ponto II, ambedue situate nel medesimo 
piano IIG. Ma queste forze teodonoa far girare il cilindro intorno all’asse, 
la prima nel senso IIP, la seconda in senso opposto; esse dunque sono come 
nel caso della leva, e perchè Fona faccia equilibrio all’altra, la risultante 
loro dovrà passare pel punto C dell’asse, nel qual caso esse staranno in ra- 
gione reciproca delle perpendicolari condotte da questo punto sulle loro dire- 
zioni. Ma siffatte perpendicolari altro non sono clic i raggi del cilindro e della 
ruota. Adunque chiamando b , a questi raggi , avremo 

P:Q=b:a. 

Quindi nell' equilibrio dell’ affé nella ruota sta la potenza al peso come sta il 
raggio del cilindro a quello della ruota ; e perciò la potenza in questa macchina 
sarà tanto più avvantaggiala quanto più grande i il raggio della ruota rispetto 
a quello del cilindro. 

La corda di cui si fa uso nell’ asse nella mola è ordinariamente di un 
diametro che non $i può dispreizare. L’azione poi delle forze si trasmette 
per l’ asse della fuue ; e quindi si comprende che il suo raggio deve essere 
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da una parie aggiunto a quello del cilindro, e dall’ altra a quello della ruo- 
ta. Laonde la condizione dell’ equilibrio dovrà più esattamente enunciarsi 
come segue : nell’ asse nella ruota per l'equilibrio fra la potenza c la resistenza 
fa d' uopo che quella stia a questa , come la somma dei raggi del cilindro e 
della fune a cui sta Ugola la resistenza sta alla somma dei raggi dèlia ruota e 
della fune a cui si applica la potenza. 

OZILI RUOTE DISTATE 

328. Una ruota dentata non è altro che un cilindro mobile intorno al 
suo asse munito alla superficie di denti paralleli a questo stesso asse : siffatti 
denti sogliono incastrarsi in quelli di una seconda ruota dentata , con che si 
ottiene che, mentre la prima è posta io movimenio intorno al suo asse, que- 
sta seconda giri in senso contrario. £ chiaro poi che le larghezze dei denti c 
gl'intervalli clic li separano debbano essere uguali in ambedue le ruote. 

Sopra l’asse di ogni ruota dentata se ne adatta ordinariamente un’ altra 
che fa corpo con essa ed è di diametro minore: questa seconda ruota dicesi 
il rocchetto della prima ed i suoi denti cliiamansi ali o pinne. In (al guisa può 
farsi che una forza P facendo girare uqa prima ruota , il rocchetto di questa 
muova con le sue pinne una seconda ruota, ed il rocchetto di questa seconda 
ne aggiri una terza , e cosi Gno ad una ultima ruota alla quale invece di roc- 
chetto suole- adattarsi un cilindro non deutato intorno a cui ò avvolta una 
corda che sostiene un peso 0 (fig- io3 . a ). 

329. Volendo assegnare la condizione di equilibrio in questa macchina 
fra la potenza P ed il peso Q , osserviamo che ciascuna delle ruote col pro- 
prio rocchetto costituisce un vero asse nella ruota , e che perciò la macchina 
non altro presenta che un sistema di assi nella ruota. Dinotiamo con X ta 
pressione ossia lo sforzo delle pione del rocchetto li della prima ruota A con- 
tro i denti della seconda ruota A’ , cou Y lo sforzo delle ali del rocchetto D' 
di questa contro i denti della terza ruota A", con Z lo sforzo delle pinne del 
rocchetto B" contro i denti della quarta ruota A'", e cosi appresso. Dippiù 
chiamiamo a , a 1 , a", . . . i raggi delle ruote A, A', A",. • •} b , b‘ , b" . . 
i raggi dei rocchetti B , B',.B". .. Avremo (327) 

Pa = Xb , Xa‘ — Yb 1 , Fa" = Zb" , . . . Va™ == Qb w . 
Moltiplicando queste equazioni in corrispondenza fra loro, otterremo 
Paa’a" . . . a<"> = Qbb’b" . . . ft ! ">. 

Quindi per l' equilibrio di un sistema di ruote dentate fa d’ uopo che la potenza 
stia al peso come sta il prodotto dei raggi dei rocchetti al prodotto dei raggi 
delle ruote (*). 


(*) Generalmente |*er roggi debbono intendersi le distanze rispettive di ciascnu asse 
dal puulo di couutlo del dente coti l’ala del rocchetto d’incastratura , ma variatalo que- 
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So i raggi ili tulle In mole sieno fra loro Dguali ", pi) uguali ancora si 
suppongano i raggi ili ludi i rocchetti , si avrà 



Supponiamo che il numero n -f- 1 delle ruolo sia = 10, c che il romunf rap- 
porto del raggio del rocchello a quello della ruota sia come 1:10, avremo 



V 

i 0000000000 ’ . 


con un peso cioè come uno si potrà far equilibrio mediante questa macchina 
ad un peso come dieci bilioni. 

Ma ritornando al caso generale , proponiamoci per mezzo di un sistema 
di ruote dentate di tenere in equilibrio un peso di 30000 chilogrammi con 
una forza di 00 chilogrammi; dividendo il primo di questi numeri per il se- 
condo , troveremo 


< J aa'a" . . . tf*> 

~P = bb'b ". . . 6<*) = 5 * 

Il problema quindi riducesi a trovare il numero dello ruote, c le grandezze 
di queste ruote , e perciò esso ù indeterminato. Se dunque il numero 500 si 
risolva nei fattori 4, 5, 5, 5, potrà supporsi 


a 

b 


a P 


4 > ed P — ò» — ft" 7-5 ’ 


o fra le altre combinazioni di ruote atte a stabilire l'equilibrio fra i dati pesi 
vi sarà quella di quattro ruote, nella prima delle quali il raggio sia quadru- 
plo di quullo del proprio rocchetto, e nelle altre tre il quintuplo. 

330. Si osserva che le ruote non compiono l' intera loro rivoluzione 
nel medesimo tempo ; perchè se la mota A’ ha per esempio 100 denti , ed il 
rocchetto B ha dieci ali , a ciascun giro della ruota A e del suo rocchetto B , 
la ruota A' non fa che il decimo di un giro, in guisa che dopo dieci interi 
giri della prima ruota A o del rocchetto B, la ruota A' avrà fatto uà giro 
intero. 

Ciò posto , sieno q' , q ", . . . q M i numeri dei denti delle ruote A', A", 
A"',. . . ; k, k 1 , k",... fct"" 1 i numeri delle ali dei rocchetti B, B', B",. . . ; 
N , N ' , A" , . . . A’ w i numeri dei giri che fanno in un medesimo tempo 


sto punto a misura clic si' muove il sistema, si può prendere per approssimazione una di- 
sianza media : noi dunque prenderemo per raggi le lunghezze comprese fra gli assi ed il 
puuto clic trovasi nel mezzo della lunghezza dcldente. 
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tulle queste ruote. Dopo A' giri «Iella rada A il rocchetto B avrà fatto pas- 
sare A'fc ali nei denti della ruota A'; parimente questa ruota faeendo con- 
temporaneamente A T ' giri, avrà fatto passare N'q' denti nelle ali del roc- 
chetto B; ma hanno dovuto passare tanti denti della ruota quante ali del 
rocchetto ; adunque 

A ’k — N’q'. 

Nella medesima guisa si dimostreranno 

A'fc' = A ,n q" , N"k" = N’"q "', . . . JVt~)JK«> = A h y*>. 
Moltiplicando fra loro. in corrispondenza tutte queste equazioni , risulterà 
Nkk'k". . . Itf— » = A Mq'q'W' . . . j<*>. 

Quindi si ricava il teorema , che cioè in un dato tempo il numero dei giri 
della prima ruota sta al numero dei giri della ultima ruota come sta il prodotto 
dei numeri dei denti delle ruote al prodotto dei numeri delle ali dei rocchetti. 

Si noti che qui non vengono considerati i numeri à ( *l, j, perchè non 
vi sono denti nella prima ruota nè ali nell’ultimo rocchetto, o almeno niente 
imporla che vi sieno. 

Si deduce dall’ enunciato teorema una regola pratica assai comoda per 
calcolare la velocità delle diverse parti componenti un sistema di ruote den- 
tate. Sia p il prodotto di lutti i numeri dei denti delle circonferenze condotte 
ossia dei rocchetti , r il prodotto di tutti i numeri dei denti delle circonferenze 
motrici ossia delle ruote , si avrà 

A p = A T( "*r , e quindi r : p = A : A 1 "' . 

Adunque scrivendo da una parte tulli i numeri dei denti delle circonferenze 
motrici , e dall’ altra lutti i numeri dei denti delle circonferenze condotte , il 
prodotto p di questi secondi numeri esprimerà quanti giri fa la ruota idlima , 
mentre la prima ruota ne fa un numero uguale al prodotto r dei primi numeri. 

La equazione Ap = A'* J r serve ancora a risolvere il seguente problè- 
ma : delle quattro cose , dei nùmeri cioè A' , A'" 1 dei giri della prima e della 
ultima ruota e dei prodotti r , p dei numeri dei denti delle ruote e dei loro 
rocchetti , datene tre, trovare la quarta. Noi però non diremo altro intorno 
ai sistemi di .rnole dentate , poiché tutto quanto si potrebbe aggiungerò è di 
ragióne della Meccanica applicata, e riguarda propriamente la teoria de- 
gl ’ ingranaggi. 

DELIA TEOCLEA E DELLA TAGLIA 

331. La troclea altrimenti detta carrucola, girella, o puleggia consiste 
in una specie di ruota o cilindro di grossezza arbitraria mobile intorno ad 
un asse; ordinariamente si fa circolare, e sotto questa forma sarà da noi 
esaminata. La superficie curva di questa ruota è incavata a foggia di gola 
ed in parte avviluppala da una fune. 
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La ir, orina diccsi fissa allorché ha fisso il suo asse , e la potenza P eil il 
poso () sono applicati ai duo capi della fune elio essa abbraccia. La troclea 
è mobile quando il peso Q pende dal centro, un capo della fune ù Gsso , c 
P altro capo vien tratto dalla potenza P. 

332. Sia NMK ( fg. io 4 ' ) una troclea fissa : perché la potenza P ap- 
plicata alla estremità P del capo NP della fune faccia equilibrio al peso (» 
applicato alla estremità Q dell’altro capo MQ della stessa fune, il momento 
di rotazione della forza P per far rotare il sistema intorno all'asse fisso C 
nel senso NK , dovrà essere uguale al momento di rotazione del peso Q ten- 
dente a far girare il sistema intorno al medesimo asse C nel senso MK. 
Adunque tirando dal centro C ai punti N, M, nei quali la fune si disgiunge 
dalla circonferenza della troclea , i raggi CN, CM , si avrà nel caso dell’e- 
quilibrio P.CN=(>.CM, ossia P=Q. Per la qual cosa la troclea fissa non 
avvantaggia punto la potenza, e solamente giova a cangiarne la direzione. 

333. Nella troclea mobile in equilibrio i due capi della fune declinano 
ugualmente dalla verticale abbassata dal centro della troclea ; e sta la potenza P 
al peso Q come sta il raggio al doppio coseno di questa declinazione ; ovvero 
ancora come sta il raggio della troclea alla corda ilcll' arco abbraccialo dalla 
fune. 

Venendo in contrasto il peso Q con le tensioni dei due rapi NP , MT 
(/!</. to5.‘) della fune , è necessario che lo due tangenti NP , MT prolungale 
concorrano in un punto X della verticale abbassata dal centro C della tro- 
clea, poiché per l’equilibrio di tre forze fa d’ uopo che le loro direzioni con- 
corrano in uno stesso punto. Ciò posto tirando i raggi CN, Càl i due triangoli 
rettangoli CNX , CMX risultano uguali , e conseguentemente ancora gli an- 
goli NXC, MXC riescono uguali , e si ha (96: 2.°) 

p : Q= 1 :2cosNXC. 

Tirando poi la corda NM, i due triangoli rettangoli CNX, GIN avranno 
l’angolo acuto NCX di comune, e quindi l’angolo NXC sarà uguale all’an- 
golo CNI. Adunque 

NI 

P:Q= I : irosCNI = 1 : 2 — = CN : 2NI = CN : NM. 

Si per* iene alla medesima proporzione osservando che la potenza P tende 
a sollevare la troclea facendola girare intorno al punto M , mentre il peso <J 
tende a farla girare intorno allo stesso punto in senso contrario. Laonde con- 
ducendo la MK perpendicolare alla direzione della forza P, il momento di 
rotazione di questa forza P.MR per l’equilibrio dovrà essere uguale ai mo- 
mento di rotazione Q.Ml del peso Q. Quindi avremo 

P : Q = MI : MR = NI : MB. 

Ma i triangoli simili MRN , CIN danno NI : MR = CN : NM. Adunque cc. 

tlecc. 5y 
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334. Diti dello si deduce che nella troclea mobile 


p = e 


CN 

NM" 


Ora supponendo l.° l’angolo NXC = 60°, sarà NXM = 120?; e però 
NCM = 60°; ma la corda di 60° c uguale al raggio; dunque CN = NM , e 
Q. 2.” Se l’angolo NXC > CO», sarà NXM >120°, e 1’ angolo 
NCM < 60° : in questo caso la corda NM è minore del raggio CN , e risulla 
1 > > Q. 3.» Se l’angolo NXC < 60° , sarà NXM < 120° , ed NCM > 60» ; 
in tale ipolesi la corda NM è maggiore del raggio CN, e si ha P<Q. Quindi 
si fa chiaro che la Iroclèa mobile giova alla potenza fintantoché l’angolo NXC 
sta sotto dei 60°; olire un tal termine diventa svantaggiosa. Il massimo van- 
taggio che possa ottenersi da siffatta macchina ha luogo quando l'angolo 
NXC = 0 , ossia qoando i due capi della fune sono paralleli ; imperocché 

allora saràNM = 2CN, e risulterà P=-Q che è il minimo valore della 


potenza. 

335. La taglia è una macchina composta di un sistema di troclee fisse 
collegate insieme in una cassa o armatura comune , e di un altro sistema di 
troclee mobili pur collegate insieme con la propria cassa alla quale si attacca 
il peso Q(fig- 106 "). Una fune abbraccia col suo giro tutte le troclee ; l’uno 
dei suoi capi è fermato ad un punto della cassa che porla le troclee fisse , e 
l'altro capo uscendo fuori dalla prima di queste troclee vien tratto dalla po- 
tenza P. 

Nella taglia in equilibrio i tratti della fune che sostengono le troclee mo- 
bili declinano dalla verticale in guisa che la somma dei seni di queste declina- 
zioni sia nulla , ed allora sta la potenza al peso , come sta il raggio alla somma 
dei coseni delle succennate declinazioni. 

Infatti per 1’ equilibrio di questa macchina le tensioni dei diversi tratti 
della fune dovranno essere tulle uguali fra loro ed alia potenza P. Ciò po- 
sto , chiamando a , a ' , a",... gli angoli che i tratti della fune fanno con la 
verticale , esprimeranno 

Psena , Psena ' , Psena", . . . 


le loro tensioni orizzontali , e 

Pcosa ,• Pcosa' , Pcosa",... 

le tensioni verticali. Ora è chiaro che la somma delle prime de «e essere 
nulla ; adunque 

sena + se»»»' + >ena" + • • • = 0 : 

dippiù la somma delle tensioni verticali deve essere uguale al peso Q: adunque 
Pacata + cosa' -f- cosa." -f- ...)== Q ; 
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P : Q as I ; cosa + cosa' + co sa" + • . . 

Se i tratti della fune sono tolti paralleli fra loro , la prima equazione 
diviene identica , e la seconda si muta in 

/>(t + i + l + ...)=Q. 

Quindi supponendo che n sia H nùmero dei tratti della fune si avrà 

P:Q— X : n , 

e questa è la più vantaggiosa disposizione della taglia. 

336. Si uniscono talvolta più Iroclee mobili o più taglie in guisa clic 
Cuna agisca sull'altra ; e queste sone le troclee o taglie compaste. ■ 

In un sistema di troclee mobili i una agente sull’altra sta la potenza al 
peso come sta il prodotto dei raggi delle troclee al prodotto delle corde degli 
archi abbracciati dalla fune tu ciascuna troclea. 

Suppongasi un sistema di (re iroclee siccome lo rappresenta la figu- 
ra 107.“ Dica usi a, a' , a" i loro raggi ; c , c' , c" lo corde degli archi ab- 
bracciati dalla fune in ciascuna troclea. Sia.inojtre X lo sforzo che fa la pri- 
ma troclea sulla seconda , ed Y lo sforzo di questa sulla terza alla quale è 
applicato il peso Q. Avremo (333) 

P;X = a:c, XW — a'-.c', Y:Q = a":c", 
dalle quali proporzioni agevolmente ricavasi la seguente 
P : Q = aa'a" l'cc'c" . 

In questo sistema dì troclee le tensioni delle funi non sono uguali , per- 
chè non è sempre Io stesso tratto di fune : esse però saranno misurale dagli 
sforzi X , Y, i cui valori sono 



Se tutte le funi sono parallele, che è la disposizione più vantaggiosa 
del sistema , le corde c, c' , c" saranno uguali ai rispettivi diametri delie Iro- 
dee, e cousegueutemente si otterrà 

P:Q— 1 : 2\ 

Ed in geuerale , se il sistema si compone di n troclee, 

P:Q—t:2\ 

■ .Filialmente se più taglie si combinano io guisa che l’uua agisca sull' al- 
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tra , essendo applicala la potenza alla prima di esse ed il peso alla ultima ; il 
rapporto della potenza al peso si comporrà dei rapporti che hanno luogo per 
ciascuna delle taglie. 

• DEL PIUO INCLINATO 

337. Se la polenta P equilibra il peso Q posto sopra di un piano incli- 
nalo , sla la polenta al peso , come sta il coseno della inclinazione del piano 
alla verticale , al coseno' della incliitazione della potenza al piano stesso. 

Sia a l’angolo del piano con la verticale, e (3 l’angolo della direzione 
della potenza col piano; la condizione dell’equilibrio sarà 

cos a 

P ; Q = cosa ; cosB , ossia /’ = Q 

cosi 3 

lufatti risolvendo ciascuna delle forze in due x l’ una parallela al piano, 
l’altra ad esso normale, le forze parallele al piano vorranno espresse per 

* ' * - b jj J ili* j;u s;(;jÀnoM(Hi2 - 

Pcosf3 , Qcosa ; 

c le forze normali al medesimo piano saranno 

Psen(3 , Qsena. 

Ora queste ultime si elidono dalla resistenza del piano stesso, il quale perciò 
sarà premuto con una forza = Psen(3 -f- Qsena.. Le prime adunque dovranno 
distruggersi scanibicvolmeulc , in guisa che sia Pcos(3 — Qcosa = 0, 
donde ec. « 

Quindi 1 .° Se la direzione della potenza è orizzontale, l’angolo (3 sarà 
cpmpleoicnto dell’angolo a,cos(3 sarà— sena, e P risulterà = Qcola. In 
tal caso adunque la potenza sta al peso , come l'altezza del piano sla alla base. 

2.° Se la direzione-delia potenza è parallela al piano inclinalo, I angolo 
(3 = 0, cos /3 = 1 , e perciò si avrà P = Qcosa. Adunque in questa ipotesi 
la potenza sta al peso , come sta l’ altezza del piano alla lunghetta. Ed è questo 
il massimo vantaggio che può ottenersi dalla potenza mediante il piano in- 
clinalo. 

DELLA VITE 

338. Elica c una curva descritta nella superficie di un cilindro retto a 
base circolare con inclinazione costante al lato del cilindro ; la distanza fra 
due punti consecutivi dell’elica presi sul medesimo lato, dicesi passo dell elica. 

S'intenda svolta la superficie del cilindro AC (fig. io8 . a ) nel rettan- 
golo ac , ed in questo si segnino le parallele ah' , hk',. . . dopo di aver di- 
viso il lato ad in parli uguali ah, hk , . . . ed il lato bc come il lato ad. Ora 
è chiaro che rivolgendo uu tal rettangolo intorno alla superficie del cilindro 
AC vi resterà segnata l’elica. Quindi si fa manifesto che ogni elemento del- 
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l’elica é una retta inclinata in guisa che sta l’altezza alla base, come sta il 
passo dell’ elica alla periferia della base del cilindro. 

339. Ciò posto , chiamasi vite uo ciliodro retto guarnito di un ri- 
salto avente per asse un’elica. Essa si aggira dentro un cilindro stabile M 
(te- iog.‘), che dicesi madrevite, avente un incavo spirale che corrisponde 
perfettamente al. risalto della vite. La potenza P mediante la leva cBA fieno 
in equilibrio la vite che è gravata nella cima di uo peso Q , e che tende a 
discendere ravvolgendosi por le spire della madrevite. 

Talvolta la vite è fermata stabilmente , ed intorno ad essa può girare 
la madrevite , alla quale allora sono applicate tutte e due le. forze P , Q. 

Formasi una macchina composta della vile e dell'asse nella ruota, al- 
lorquando la vite non sostiene immediatamente il peso ma spinge i denti di 
una ruota dal cui cilindro pende il peso: e questa dicesi vite perpetua 
( fig.no .' ). , 

340. Non sarò inutile il far vedere qui in qual modo si possa concepire 
generato questo solido che noi abbiamo chiamato vitei 

11 triangolo isoscele BFO ( fig. in.*) girando intorno all’ asse AZ pa- 
rallelo alla sua base BO, sia altresi dotato di un moto di traslazione tale che 
per le diverse parli della rivoluzione esso si trovi avanzato nel senso di AZ 
di parti proporzionali ai valori angolari che ha descritti , e che dippiò dopo 
compiuta una rivoluzione intera il punto B sia in 0 ed il triangolo BFO in 
OF’O’ e rosi di seguito ; questo triangolo genererà evidentemente una vite, 
c la distanza AD sarà il passo della medesima. Se invece del triangolo si ado- 
perasse per la Ggura generatrice un quadrato o un rettangolo , si avrebbe lo 
vite a risalto quadrato, o a risalto rettangolare. 

34 1 . Nella vite in equilibrio sta la potenza ai peso , oonu sta ti passo dei 
l’ elica alla periferia che la potenza tende a descrivere. 

Sia la potenza P applicata alla estremità della leva cBAz= a (fig. log.") 
fissa nel cilindro della vile , e sia cB = b il raggio di questo cilindro. Alla 
potenza P che agisce in A si sostituisca una potenza X che agisca in B ; sup- 
ponendo la vite verticale, c le direzioni delle potenze P, X orizzontali e nor- 
mali alla leva cBA , avremo 

• ■ ■ ' i ' ' ■< . • j 

P : X = cB : cBA = b:a , 


ovvero ancora 


P:X = 2irb : 2ira , 


dinotando con ir il noto rapporto della circonferenza al diametro. Ora la Y 
non è che una potenza la quale tiene in equilibrio il peso Q mentre questo 
tende a discendere per un piano inclinato; essa dunque essendo orizzontale 
starà (337: l.°) a Q come l’altezza del piano inclinalo sta alla base, ossia 
come il passo dell’elica sta alla periferia della base del cilindro (338). Quindi 
diuotaudo con h il passo dell’elica , avremo 

- X:Q = h:2*b. ■ • 
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Moltiplicando in corrispondenza le dae proporzioni , si otterrà 

P : Q = h 2ra , donde P = — - . 

•> .. . Ira. 


Adunque ec. 

Questa dimostrazione è del Venturoli ; essa peraltro non va esente da 
qualche difficoltà. Meglio si dimostrerà la condizione dell* equilibrio nel modo 
seguente. Sieno m, di', m", ... i diversi punti della superficie del risalto 
che poggiano sopra la superficie dell’incavo; Sieno a?,*',*",... le loro 
distanze dall’asse della vite , e q , q' , q ", ... le pressioni verticali esercitate 
dai medesimi contro la sottoposta superficie. Muovendosi la vite, ciascuno 
di questi punti , per esempio il punto m, descriverà un'elica avente lo stesso 
passo h e giacente sopra la superficie cilindrica' df raggio x; decomposta la 
forza q in due altre situate nel piano verticale tangente la detta superficie 
cilindrica , delle quali una sia orizzontale e l'altra normale all’elica che il 
punto m tende a descrivere, questa resterà distrutta, e la prima come ve- 

desi nella figura 112.“ sarà uguale a qtamj nuiq = q tang CAB = q ~ — , ed 

2kx 


oh 

il momento di rotazione intorno all'asse della vite sarà — . Nella medesima 

2t 


guisa per le altre fofze q', q" 


. V‘ h ?"* __ 

...si troveranno i momenti — , — — 

2*r ’ 2ir ’ • 


per l' equilibrio fa d' uopo che la somma dei momenti di rotazione-delie forze 
Vi V'iV"ì'" s * a uguale al momento Pa della forza P , e dippiù si ha 
7 +■ y' +■ v" •+*••• •“ 0- Adunque sarà 


— = Pa, donde P=~. 
•Ir ’ 2ra 


Notiamo che la stessa condizione dell’ equilibrio ba luogo ancorché 
1' asse della vite non sia disposto verticalmente, purché però la resistenza (J 
agisca secondo questo asse, e la potenza P agisca secondo. la tangente di un 
cerchio perpendicolare al medesimo asse, fu caso diverso converrà risolvere 
queste due. forze , e considerare quelle componenti che agisconu nelle dire- 
zioni già dette, restando le altre elise dagli appoggi. 

342. Accrescendosi la potenza Poltre- il valore richiesto per l’equili- 
brio, cosicché sollevi la testa della vile, mentre quella fa un giro intero, la 
testa della vite si alza di tanto spazio quanto é il passo dell'elica. Di qui 
l’uso della vite a strettissime spire per misurare i piccolissimi movimenti, 

343. Nell' equilibrio della vile perpetua sia la jtotcnsa al peso come sla 
il prodotto del ratjijio del cilindro per il passo dell’ elica al prodotto del raggio 
della ruota per la periferia che la potenza tende a descrivere. 

Infatti chiamando .Y lo sforzo che te spire della vile esercitano contro i 
denti della ruota , per 1’ equilibrio di questa vite , che è una delle parli 
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della macchina, avremo (341) 

P:X = h : 2 va. 


Considerando poi la ruota dentata , chiamiamo b il raggio del cilindro ed r 
quello della ruota; per l’equilibrio di quest' altra parte della macchina si 
avrà (327) 

X ; Q — b : r. 


Eliminando X da queste due proporzioni., otterremo 


Adunque ec. 


P :Qc=hb: r.2ira. 


OBI CUNEO 


344. 11 cuneo non è altro che un prisma triangolare come ÀBGD 
(/ ìg . Ii3.-) di materia durissima. S'inserisce per il suo spingolo AB dentro 
le aperture fatte in un corpo battendo sulla testa , che è la faccia opposta 
DC, e ciò si opera perchè entrando cosi con forza, si ottenga piò facil- 
mente la separazione delle parti del corpo. 

Per determinare la grandezza della forza ché si deve applicare alla 
lesta del cuneo a fine di fendere un corpo, è chiaro che si dovrebbe prima 
di tutto conoscere la resistenza da vincersi; ma una tale resistenza dipende 
da moltissime circostanze particolari le quali sono assai varie e quasi non 
mai ben conosciute. Per la qual cosa la teoria fisica del cuneo riesce non 
poco oscura , nè mai potremo lusingarci di aver stabilita cosa alcuna di certo 
intórno a questa macchina. 

345. Supponiamo pertanto che la direzione della potenza P(fig* 114 .“) 
sia normale alla testa del cuneo ; perchè se noi fosse potrebbe risolversi in 
due, Cuna normale e l'altra parallela alla lesta , e questa ultima compo- 
nente non produrrebbe pressione alcuna sul cuneo. Ciò posto, potrà P con- 
siderarsi come destinata a ritenere il cuneo premuto in F e fì dalle parti 
del corpo che tendono ad avvicinarsi fra toro , e quindi per l’equilibrio farà 
d’uopo che le pressioni che queste parti esercitano sopra quei punti sieoo 
normali ai lati BC ed AC , che le loro direzioni concorrano in uno stesso 
punto E della direzione della forza P , e che la loro risultante sia uguale e 
contraria a questa forza. Laonde indicando con FQ = Q , DQ' = {>' quelle 
pressioni, avremo (12) 

P _ 0 ^ Q 1 . 

senQEQ' seti PEQ' sen PEQ ’ 

ovvero sostituendo ni seni degli angoli QEQ', PEQ', PEQ quelli dei loro 
supplementi ACB , BAC , ABC , 0 anche meglio i lati AB = c , BC = a , 
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AC — b , i quali sono proporzionali ai seni degli angoli ACB , BAC , ABC , 
‘ • e « f> 

La condizione adunque dell’ equilibrio- 6 che la potenza stia alla pressione 
esercitata -dalle parti del corpo sopra ciascun lato del cuneo come la testa del 
cuneo sta a questo lato. 

aP 

Se il cuneo è isoscele, avremo a=6, e quindi Q=Q' = — . So 

c 

poi è equilatero risulterà 0 = (H = P. Finalmente si noli che la forza P 
agirà per mezzo del cuneo con tanto maggior vantaggio quanto sarà pii) 
grande l’altezza CZ, c più piccola la lesta AB, ossia quanto più acuto sarà 
l’angolo ACB. 


CAPO 111. 


DELLE MACCHINE NELLO STATO PROSSIMO AL MOTO. 


346. Se niuna resistenza s’intromettesse, lo stalo di equilibrio finora 
consideralo sarebbe ancora lo stato prossimo ai moto; ogni minima diminu- 
zione della potenza P Inscercbbe cadere il peso Q , ed ogni minimo accrc- 
scimcnto lo solleverebbe. Or supponiamo che tra le due forze P , Q si frap- 
ponga la resistenza o forza passiva R la quale operi col momento Re mentre 
le potenze P , Q agiscono con i momenti Pa, Qb. In tal caso perchè la po- 
tenza P stia sul punto di alzare il peso Q dovrà pssere Pa = Qb + Re , e 
perchè il peso Q stia per discendere dovrà essere Pa = Qb — Re. Possiamo 
dunque per la generale equazione dello stato prossimo al moto stabilire 

Pa — Qb ± Re. 

Il segno superiore darà il massimo valore della potenza P, e l’inferiore il 
minimo , per lutti i valori intermedii vi sarà equilibrio. 

Questa equazione ha luogo per i movimenti di rotazione; allorché non 
si traila che di moti progressivi , ai momenti Pa , Qb , Re basterà sostituire 
le sole forze P , Q , R. 

La equazione adunque dello stato prossimo al moto per ciascuna mac- 
china si troverà col determinare esattamente la resistenza R o il suo mo- 
mento Re. Noi ci contenteremo di darne alcuni'escnipii , i quali sieno rela- 
tivi alle macchine delle quali abbiamo parlato nei capo precedente. 
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347. Nella leva mobile intorno ad un asse, e tratta dalle forze P , Q 
agenti con i bracci a, b, -chiamando r il raggio dell’ asse, ed indicando 
con f il coefficiente dell’attrito, ossia il rapporto dell’attrito alla pressione 
la equazione dello stato prossimo al moto sarà 

Pa = Qb + tSL.+ 91 
vt+r 

» Sia la potenza P sul punto di sollevare il peso Q(fig. ii5.‘). Se non 
vi fosse l’attrito dell’asse, la risultante delle due forze P , Q nello stato 
prossimo al moto che sarebbe quello stesso dell’equilibrio considerato nel 
capo precedente, passerebbe pél punto C che è il centro della sezione del- 
l’asse. Ma dovendo la potenza vincere l’attrito, si dovrà concepire al punto 
A aggiunta un' altra forza e perciò la risultante cadrà un poco più verso A • 
né potendo siffatta risultante cadere fuori dell’asse, altrimenti contro la 
sopposizione vi sarebbe certamente moto, essa incontrerà l’asse in un punto 
E. Sia donque EF nello stato prossimo al molo, avuto riguardo all’attrito 
dell’asse, la risultante delle due forze P, Q , uguale alla loro somma - ri- 
solvendola in due , cioè nella tangenziale ET e nella normale EN e chia- 
mando S l’ angolo FET , si avranno 

ET = (P + Q)cota , EN == (P + Q)unS. ; 

Ora le due forze P , Q equivalgono alle due ET , EN; e poiché le due prime 
si equilibrano, anche le altre due dovranno equilibrarsi. Ma ENé distrutta 
dalla resistenza dell’ asse ; adunque ET anch’ essa dovrà essere distrutta 
Ma non può essere distrutta che dall'attrito; essa dunque sarà uguale alla 
resistenza proveniente dall’ attrito. Avremo dunque (295) 

ET 

— =/, ossia ET = /\ EN , donde cotS = ftenS. 

Da questa ultima equazione si ottiene unS = - * : adunque sarà 

+r 

ET = f. EN = f(P+Q) seri S = 

e questo esprimerà il valore dell’attrito. 

Avendosi ora le due potenze P , Q, e la resistenza ed ope- 

Vl +( l 

Mtec. 4 o 
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rando queste tre forze eoo i bracci a, b, r, egli é chiaro che per lo stalo 
prossimo al moto si avrà la eqaazioae notala aopra. 

348. Generalmente parlando il coefficiente f è cosi piccolo da potersi 
disprezzare il suq quadrato/' 3 ; quindi per la leva la equazione d«U« stato 
prossimo ai moto potrà essere più semplicemente indicela da 

Pa — Qb -f- fr(P -j» 0) r 


donde si dedurrà . 



0 


b+fr 
a — fr' 


Se te forze P, Q non sono parallele ma concorrono con angola 6, 
invece del binomio P + Q dovrà porsi nelle precedenti equazioni il valore 

d*4la risultante eho sarà = 4" 4- 2P@ cord. •• 

349. Supponiamo ora che più leve, per esempio tro, adiscano Y una 
su)!’ altra ; ritenendo le denominazioni del numero 324 , e proced en d o come 
ia questo numero, si otterranno le seguenti eqoazioni * - 

Pa *= Xb -f- fr (P -f- X) , 

Xa'^Vb' + fr'\x + iy t 

Ya"=Qb"+fr , XY+Qy ì : *. 


Per eliminare X ed F da queste equazioni t scriviamole nella seguente guisa 
P(u -fr ) = A*(6 +/r), 

’ i(a' -/r'):r=F{&'+/r'), 

e quindi 

b+Jr b‘ + fr' b" + fr" 

• B= ' a — fr a ' — fr' " a" — fr" 

Se a = a' = a" , 6 = 6' s= b" , ed rosr’cir", sarà 


P = Q 



ed in funerale, essendo n il numero delle leve 
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• • . ifn.K>no«e il** issi; ncui Mori 

• • \ * '» . ' .v . 

350. L’ asse nella mota riducesi evidentemente ad aria leva di primo 
genere. Quindi se in questa marebina supponiamo che la polenta P sia pa- 
rallela al peso Q, e che a sia II raggio della ruota, b quello del cilindro, ed r 
quello dell’asse di rotazione; la equazione dello stalo prossimo al moto , 
avuto riguardo all’attrito ed alla rigidezza della fune sarà 

t 

• - Pa = <?k + /r(P + Q)-f 6(,z + rQ), 

» ' . " . ' 
la quale ricavasi come qui sopra {348), avvertendo che la resistenza pro- 
veniente della rigidezza della fune ai esprime (,289: i.°) «oo pr+vC* ed agi- 
sce col bran-io b. 

351. Possono combinarsi più ossi nella ruota in modo che la fune av- 
volta al cilindro del primo invece di sostenere il peso sia applicata alla ruota 
del secondo , e la fune avvolta al cilindro del seconde sia applicata alla ruota 
del terzo, e rosi fino alla ultima ruota dal cilindro della quale penda il peso. 

Ciò posto , supponiamo che si combinino in siffatta guisa più assi nella 
ruota. Chiamando X lo sforzo, che il primo fa contro il secondo, Y quello 
del secondo contro del terzo , ee. si formerà per ciascuno la sua equazione 
procedendosi come nel numero 349. 

352. Allorché la potenza P non è applicata ad un punto solo della cir- 
conferenza della ruota , ma distribuita ugualmente a più punti diametral- 
mente opposti fra loro, come per lo più avviene nell’argano, essa non in- 
fluisce punto sull’attrito per la ragione che per parte sua non vi ha pressione 
sull'asse di rotazione, pokhè due forze parallele uguali ed opposte hanno la 
risultante =0. Non rimarrà dunque in tal caso che l' attrito proveniente 
dalla pressione del peso Q. Quindi la equazione dello stato prossimo al moto 
sarà . t / 

Pa.=a Q (b + fr) + + vQ). 

353. Si noti che tutte queste equazioni servono per quello stato nel 

quale la potenza P è prossima a sollevare il peso ; che se invece il peso stia 
nello stato prossimo a superare la potenza , dovrebbero mutarsi i segni alle 
resistenze f , y. La qual cosa ha luogo eziandio per la leva e per le ap- 
plicazioni susseguenti. . . > 

’ ArPMCAZIOSI AD CSA SCOTA DISTATA 

354. Allorché si vuole sollevare un peso Q mediante un sistema di ruote 
dentate, non è do trascurarsi l’attrito che fa il dente di ciascuna ruota aof- 
Irpgandoti aH’nla del rocchetto, o ai fuso dutla lanterna-che- ei mena-in giro. 

l a ferra P col braccio di leva AK (jfy. 1 muova una ruota den- 
tei* n , la quale ingrana con una lanterna H' annessa od un cilindro , a cui 
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è avvolta una fune che sostiene un peso Q : cercasi la relazione tra la forza 
P ed il peso Q avendo riguardo solamente all’ attrito che si esercita tra il 
dente della ruota ed il fuso della lanterna. 

Siene «p, a'p' i cerchi primitivi della ruota e della lanterna ; si sa dalle 
teorie d’ ingranaggio che per avere i raggi di questi cerchi bisogna dividere 
la linea dei centri AB in due parti Aa ed aB tali che sia Aa ad aB come il 
numero dei denti della ruota al numero dei fusi della lanterna. Sia o il punto 
di contatto-tra il dente ed il fuso; questo punto viene determinato dalla retta 
ab condotta dal punto a , ove si toccano i due cerchi primitivi , al centro b 
del fuso. La forza normale con coi il dente della ruota preme il fuso della 
lanterna è diretta evidentemente secondo ab; chiamando X questa forza, il 
suo braccio di leva relativamente al centro B sarà la perpendicolare Bc, ed 
«I suo momento sarà A.Bc; e dovendosi equilibrare col peso Q , si avrà’ 

• *.Bc = ().BT. 

Se dinotasi con y l’ angolo baB , sarà 

Bc = aBssny, ac=aBcosy, 
e là equazione precedente darà 

' t- C BT 

• aBseny 

La forza P col siio momento P.AK deve vincere non solo la forza X , la 
quale agisce col braccio di leva Ad, ma eziandio la forza di attrito /3T, di 
cui eo 6 la direzione, ed Àe il braccio di leva. Per essere 

Ad=;Aaseny, 

Ae = do == da + ab — bo = A a cosi/ -f- 2aB cosy — bo = 

= (Aa -f- 2aB) cosy — bo , 

la equazione dell’equilibrio sarà ' " • • 

P. AK = A.Aaseny + /A'[(Aa -j-2aB) cosy — bo} , 

e questa , sostituendo ad X il suo valore , diverrà 

(LBT.Aa fQ. BT (Aa + 2aB ) cosy - bo 

/ . AJv — — 1- — — . ■ - - - • 

aB aB seny 

IH qui si vede che il valore di P è tanto piò grande quanto è più acuto 
l’angolo y; e si ha il maggior valore di P precisamente quando il dente 
scappa dal fuso. Un tale scappamento non deve succedere prima che l’altro 
dente contiguo tocchi il fuso corrispondente sopra la linea dei centri; altri- 
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menti la rotazione si farebbe a colpi, e non sarebbe continua. Supposto, 
come nella figura che un contatto abbia luogo in a sopra la linea dei cen- 
tri , si può prendere per l’ultimo valore di y l’angolo baB determinato dalla 
retta ab che passa per il punto dell' altro contatto. 

Nelle applicazioni può disprezzarsi il raggio bo del fuso; quindi po- 
nendo AK = a, BT==6, Aa ==R, aB = R', avremo per determinare P 
la equazione seguente 


fM =x Qb — +. fQb 


Il rapporto — , come si è detto sopra, é quello stesso che esiste fra il nu- 

iv m * 


mero dei denti della ruota ed il numero dei fusi della lanterna. Quindi di- 
notando con n ed n' questi numeri, avremo 


Qb n fQb f n \ ' 

r ~TÌ+—\JI +. 1 )* - »-" <*K 

Supponiamo per esempio che la ruota sia guarnita di 32 denti , e la 

lanterna di 8 fusi , in guisa che il rapportp — sia uguale a 4 ; supponiamo 

* ■. -fi 

inoltre f= 0,3, a — 15, 6 = 2, Q = 70. Essendo tutta la circonferenza 
di 360°, l’arco compreso fra i centri di due fusi consecutivi é di— - — = 45°; 

O 

e poiché ciascun fuso occupa poco meno della metà di questo arco, potrà 
farsi l'arco sotteso dalla corda ab di 56°, e conseguentemente l’angolo 


baB = y = — (180° — 56°)= 62°. Ora si ha 

À 


l(f) =7(0,3) =9,4771212 . 

I -f 2^ = /(6) = 0,778 1 5 12 • 

l(coiy) = l(eot 62°) = 9,7256744 
/(6) = f (2) =0,3010300 
f(()) = /(70) = 1, 8450980 



... — . . .i 

coty] =2,1270748 = 1(134) approssimativamente, 


e quindi 




coly = 134; 
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inoltrr ' ' . • 

06^=569. • • 

n ... 

Sarà dunque 

/'« = />. 15 = 560 + 134 = 694. 

. • » "* 

donde P — 46 , 26. 

Se non si fosse tenuto conto dell* attrito, la feria P sarebbe venula 
uguale a 37 , 33. 

355. Finora si è considerata la sola resistenza dell’ attrita del dente, 
facendo estrazione dagli attriti degli assi intorno ai qnati girano la mota ed 
il cilindro, e dalla rigidezza del canapo al ^uale è attaccato il peso Q. Per 
ottenere il giusto valore della potenza P bisogna mettere a calcolo anche 
queste resisteoze, la qual cosa si farà nel modo spiegato nei numeri 348, 350. 
Solamente si noti che il valore di f che entra Della espressione della resi- 
stenza proveniente daH’ attrito degli assi è generalmente parlando minore del 
valore di f che entra nella equazione (r) qui sopra dimostrata. Poiché quan- 
tunque l’attrito degli assi a mio parere non differisca dall’attrito della prima 
spècie , che è quello del dente detta ruota , purtuttavia quello si trova per 
esperienza quasi sempre minore di questo. £ la ragione stessa cel persuada; 
imperocché dove ha luogo l’attrito degli assi le superficie soflregate sono 
sempre le stesse , e si ricalcano sempre le stesse traccie , e così le pùnte pro- 
minenti una volta piegate Don debbono opporre più quella resistenza che op- 
porrebbero se si dovessero piegare un’altra volta; quindi nella continuazione 
del moto par bene ebe l’ attrito debba risultarne minore, siccome infatti In 
troviamo. Alcuni Meccanici chiamano l'attrito degli assi attrito di terza, spe- 
cie : ma cif> come ho accennato qui sopra sembra inutile , poiché nell’attrito 
degli assi del pari che in quelle di prima specie, le due superficie strisciano 
I’ una contro l’altra riducendosi tutta la differenza al farsi lo strisciamento 
in una superficie cilindrica ioveee di uoa superficie piana. 

AFFUCAZ10EE ALLA TKOCLBA ED ALLA tiCLIA 

356. Primieramente per la semplice Troclea è manifesto che la equa- 
zione dello stalo prossimo al moto si ottiene dalla equazione elle ha luogo 
per V asse nella ruota (359) sol che in questa si faccia b = a. Quindi sarà 

Pa = Qa + fr (P + Q) + a (i* -f vQ) , 

nella' quale le forze P, Q si soppongono parallele fra loro, ed f taBto pic- 
colo da potersi fare V^l + f — 1 • 

Passando ora alla Taglia , per agevolar* il calcolo supporremo che.lulli 
• tratti della fune sieno .paralleli ; che tutti i raggi delle troclee sieno fra loro 
uguali , come pure quelli. degli assi di rotazione; die essendo f molto piccolo 
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possa trascurarsi f 1 ; che finalmente la rigidezza della fune sia solamente pro- 
porzionale alla tensione perchè possa mettersi (* — 0. 

Presupposte queste eoa* , ciascuno dei raggi delle troclee si ponga = a , 
ciascuno dei raggi degli assi di rotazione si faecia =r, ed il numero dei 
tratti della fune che sostengono le troclee mobili si ponga =»., Facendo per 
brevità 

<*+ *) +fr _ A 

r « — f r , . * ’ . . * . • 

.. . ..... . . 

la equazione dello stato prossimo al moto sarà 


Pr=Q 


A"(A - i) 
A' — i 


Infatti esprimendo le tensioni dei tratti della fune con le lettere t, t', k",... 
apposte nella figura 1QG.*, fra le due tensioni t , t‘ dei due tratti che sogten* 
gono la prima trodea mobile si avrà la equazione 

t’a = la -f.' /r ( t* -f- I ) -f avr j 

dalla quale si dedurrà t' =± At. Similmente fra le due tensioni t" dei due 
tratti appartenenti alla prima troclea fissa avrà luogo la equazione 


t"a=- t'a +fr(t" + 1') 


donde si ricaverà t' , = Ai'. Nella medesima guisa si troverà t"'= At", ec. 
Adud^ue saranno 

*" = A 3 t, = = 


La ultima tensione è uguale alla potenza P ; le altre tensioni poi 
1,1', t", t' 1 ',..., <'*■’> contrasta»® col peso 0, e perciò la loro somma dovrà 
essere uguale a Q. 'Quiudi si avranno le equazioni 


P=A’t, 0 = 1(1 + A+A'+..,+A»)=k^-- 

dalle quali eliminando t , verrà ‘ 


P=Q 


1) 

A" — 1 ' 



Annullandosi l’attrito e la rigidezza della fune, viene A = 1 , nel qual 
caso le equazioni («') danno 

. . P = t , e 0 = ni , 
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donde si dedurrà • * • . ' • • 

Q ' 

4 P = — , ovvero P : Q = I ; n 

rome nel numero 335. 

APPLICAZIONE AL PIANO INCLINATO 


357. Nel piano inclinalo, ritenendo le denominazioni del numero 337, 
la equazione dello stato pròssimo al moto é _ . 

p .._ p cosa + fsenx 
cos/3 — f senfi’ 


Infatti risolvendo le forze P , Q (fig. 117 ") come nel numero citato , 
la forza in direzione parallela al piano risulta = P cos fi — - Qcosa , e la forza 
normale al piano stesso riesce = Psenfi-}. Q scria; l’attrito adunque sarà = 
= fPsenfi rj- pQsen oc , e per lo stato prossimo al moto si avrà 

Pcot / 3 — Qcosoi. = fP senfi -J- fQsenot , 

donde si ricaverà Immediatamente la equazione notata qui Sopra. 

Quindi l.° allorché La forza trae orizzontalmente, essendo l’angolo fi 
complemento dall'angolo a, risulterà 



Q 


cosa + f sena 
seni* — fcos a 5 


ossia P = 


^ 1 _+ ftanga 
tango. — f 



Ma quando la potenza è parallela al piano , 1’ angolo fi = 0 , e la equazione 
dello stato prossimo al moto si muterà in 

P = Q (cosa -f- fsena). 

Sono questi i valori che mettono la potenza nello stalo prossimo a sollevare 
il peso : per ottenere quelli che bastano ad impedire la discesa del medesimo 
peso, bisogna in essi mutare il segno al coefficiente /‘dell’ attrito. 

2.° Qui la direzione più vantaggiosa per la potenza che vuole alzare il 
peso non é più la direzione parallela al piano, ma bensì la Gp che diverge 
dal piano inclinato .Ut con un angolo dke ha per tangQUe il coefficiente f 
dell’ attrito. Imperocché differenziando il valore di P rispetto a fi , avremo 


(cosa sena) d (cos fi — f senfi) 

(cosfi — f senfi)* 

(cos a [sena) (senfi -f- f cos fi) d fi 

'(cosfi fsenfiy ■ * 
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e facendo dP = 0 , il valore di p che rende minimo quello della potenza P 
ai dedurrà dalla equazione 

. senp -f- [coi) 3 = 0 

che dà tangl 3 =*= — f. Adunque et. 

Che se la potenza dovesse soltanto trattenere la cadala del peso, ver- 
rebbe tangp '-= f; e quindi la direzione della potenza dovrebbe come la GP 
convergere col piano AB con lo stesso angolo. - 

3. *' Se B piano è orizzontale, cioè se l’angolo * = 90°, cosa = 0 e 
sena = 1 ; perciò sarà 

P =x Q ( ■ ■ . 

co* jS — fsen (3 

e ponendo dP = 0 si. troverà come sopra tangP = — f Dovendosi dunque 
strascinare un corpo sopra di un piano orizzontale, la direzione pii) vantag- 
giosa per la potenza, allorché si vuol mettere a calcolo l'attrito, non é la 
parallela al piano orizzontale ma quella che fa con questo un angolo che ha 
f per tangente. 

4. ® Si suole alcune volte sollevare il peso sopra il piano inclinato me- 

diante una fune che passa per una troclea fissa. In tal caso la equazione dello 
stato prossimo al moto sarà quella posta al principio del numero 356, po- 
co** -f- [sena ■ - ■ 


nendovi Q 


cos/3 _ ftenp ' D * U ° 6 ° 0SS P rv ‘ P crò c ^ a io questa espres- 

sione f rappresenta TaUrilo del corpo strisciante lungo il piano inclinalo 
mentre in quella equazione f rappresenta l’attrito dell’asse della troclea. È 
già si è notato (355) che questi attriti quantunque della stessa specie sono 
però diversi in valore; quindi nel fare la indicata sostituzione sarà meglio 
notarli con segni differenti. 

5.® Supponiamo che al peso Q sia sottoposta una ruota il cui raggio sia 
R ed il raggio del suo asse sia r. In questo caso la forza parallela al piano 
Peotp — Qcosa tende a far girare il centro della ruota intorno al punto dove 
la ruota stessa si appoggia sul piano, ed il momento per indurre questa ro- 
taziooe é = PRco$p — QRcosa. Ora ciò non può farsi senza che la ruota si 
rivolga intorno al proprio asse, alla quàle rotazione contrasta l’attrito 
fPstnp -f- fQsen « che fa l’asse contro il cerchio che lo stringe , ed il mo- 
mento di questa resistenza è = fPrsenp -f fQrsena. Dunque nello stalo 
prossimo al moto sarà 

PR cos p — Qlicusa = fPr sen p fQr sen « , 

• * . . • * • . . J . . • •• • \ 

dalla qual’ equazione ricavasi 


p y licosa -{- fruita 


Meco. 


lieta 8 — frsenp 


4i 
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Nella ipotesi adunque io cui ci troviamo la più vantaggiosa direzione 

per la potenza sarà quella che diverge dal piano con un angolo che ha — 

H 

per tangenle; nel caso trioè della ruota sottoposta al peso , la direzione più 
vantaggiosa alla potenza che deve sollevarlo pel piauo diverge meno dal piano 
stesso (2.°). - . .. . . . 

Torna poi allo stesso che il peso sia trasportalo da ona ruota o da più 
ruote uguali, poiché compartendosi fra le ruote la pressione del peso , la 
somma degli attriti sarà sempre = /P«n/3 +pQtena , e la somma dei mo- 
menti = fPrun(ì -|- fQrun #. 

Dal detto può facilmente vedersi come le ruote aiutino la potenza che 
lira un peso sopra di un piano, ed il vantaggio comparirà maggiore ove si 
avverta clic qui il coefficiente f dell’ attrito ha un valore più piccolo che non 
ha allorché il peso é strascinalo per terra. 

6.° Quando il piano é orizzontale e la direzione del tiro ò anch’ e>sa 
orizzontale, si avrauno 

cosa =-0 , sena = 1 , cosfi = I , sen/3 = 0 ; 
quindi verrà (5.°) 

'•-4 

Se la potenza strascinasse il peso in piana terra , si avrebbe P = /■(), e la 
potenza dovrebbe vincere l’intero attrito proveniente dalla pressione del peso 
(). Ma con l’aiuto delle ruote l’ attrito si fa minore l.° perché si cangia in 
attrito degli assi quello che sarebbe stalo attrito del moto radente; 2.° per- 
ché di questo stesso attrito la potenza non deve viocere-che una piccola par- 
te, e questa parte é tanta quanta parte è il raggio dell’asse del raggio della 
ruoto. 

Sia per esempio un peso di 48950 chilogrammi da tirarsi per un piano 
orizzontale. Supponendolo imposto ad un carretto a quattro rotelle, in cia- 
scuna delle quoti stia il raggio dell’ asse a quello della rotella come 2:9, 

r 2 , J , J 

sarà — =- , e prendendo - , sarà 

J I 

2 

/’= — <>= 1553, 97 chilogrammi. 

od , • . 

APPLICAZIONE ALLA TITI 


358. Nella vile , ritenendo le denominazioni del numero 341 , la equa- 
zione dello stato prossimo al moto è 

é h+2f«b 

i. ” a ' 2irb. •*— fh ' 
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Ritornando sulle treccie del citalo numerò , avremo tuttavia 


P'.X = b:a, ovvero P = X-. 

a 

Passando poi a paragonare fra loro le forze X e Q avremo adesso (337: l.°) 

Y _ 1 + f tango. _ h 2fxb ^ 

tang * — f -2*6 — fh ’ . 

2ir6 

per essere (338) -tang* = — ■ — . Introducendo questo valore di X nejla e- 

quazione superiore si otterrà la enunciata relazione, la quale è esatta per 
la vite a risalto quadrato o rettangolare perchè la foratola 


X = Q 


1 + [tango. 
tang * — [ 


suppone necessariamente che la forza X giaccia in un piano verticale per- 
pendicolare al piano inclinato, ciò che non avvieoe quando la vite é a ri- 
salto triangolare. — 

Il valore di P può mettersi sotto la seguente forgia 


„ ^ 6 f h , , A 1 + Ax'b' 1 \ ■ h . . 

~ Q ~a \2vb 1 2*b(2*b — fhj ) ~~ ‘tea + fQ 


h'+Air'b* 

2*a(2«b — fh )’ 


donde si deduce che la parte di P chè tutta s’ impiega nel vincere l’attrito é 
espressa dalia forinola ' 


fQ 


h'+Ax'b* 

2xa (2ir6 — fh) ’ 


dalla quale si fa manifesto che quanto è più grande il passo. A della Vite , 
tanto è maggiore la resistenza che pruoVa la potenza per parte dell’ attrito , 

2xb 

in guisa che supponendo A == la potenza non sarebbe più capace a solle- 
vare il peso. Al contrario quanto è più piccolo A tanto è più piccolo il primo 

termine Q — — della potenza P ; conseguentemente nel caso del motose per 
. v JItcci 

un verso si avvantaggia la potenza col diminuire il passo della vite , anche 
perché cosi viene a diminuirsi la resistenza proveniente dall’ attrito, per 
l’altro si scapita in tempo venendo a diminuire quella parte della potenza 
cui è dovuto l’ innalzamento del peso. 
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CAPO IV. 

DBLLE MACCHINE IN MOTO. 

f * ’* ' * 

359. ^crescendosi la potenza oltre il limite dello stato prossimo al 
moto , essa solleva il peso con moto di vario genere secondo la varia natura 
e della potenza e delle resistenze che al moto della macchina fanno contra- 
sto. E perché il moto si conservi, rendesi necessario per cagione delle resi- 
stenze che la potenza sia una forza continuamente applicata, ovvero, che è 
lo stesso, sia una vera forza acceleratrice (129). 

Se questa forza è costante , e la resistenza è anch’ essa costante , ed i 
momenti di rotazione della forza e della resistenza sono sempre i medesimi , 
girerà la macchina ed alzerà il peso con ntoto uniformemente accelerato. 
Se poi nel progresso del moto o la forza , o la resistenza , o i loro momenti 
subiscono delle alterazioni, sarà il molo acceleralo bensì ma non equabil- 
mente. Da ultimo può avvenire che diminuendosi continuamente la forza 
motrice.,, o aumentandosi anche continuamente la resistenza vengano queste 
forze contrarie a pareggiarsi fra loro ; allora l’ accelerazione cesserà del 
tutto ed il moto della macchina si farà uniforme conservando quel grado di 
velocità che acquistato aveva nel termine dell’ accelerazione. La considera- 
zione di questi tre casi formerà l’oggetto del presente capo. 

360. Proponiamoci primieramente un peso Q da sollevarsi mediante 
una macchina , per esempio mediante un asse nella ruota. Il motore della 
macchina sia un altro peso P pendente da una fune avvolta alla circonfe- 
renza della ruota. In questo caso la forza, la resistenza , ed i loro momenti 
di rotazione sono costanti , e conseguentemente il morto dovrà essere unifor- 
memente accelerato. 

Ciò posto , rappresentiamo con a, b i rispettivi raggi della ruota e del 
cilindro , ossia i rispettivi bracci di leva del motore e del peso ; con 2 >1 
momento d’inerzia della macchina riferito all'asse di rotazione; con <p, 9 ' 
le rispettive fòrze acceleratrici costanti dei due moti uniformemente accele- 
rati del motore P e del peso Q i saranno 

i‘M> xlwSf'jq ni on&tq ' nvqt.fu o M*u 

Pa — Qb ( Pa — Qb , 

g2+ Po' + Qb 1 ' * =b9 ~&+ P</+ Qb'' 

. i l -j O’VJIU I-.l ') Otltltup <*l !.!,'• -ìtOI !A .t»Mq li «tf- 

. dai 

Iufatti , chiamando <» la vèlocità angolare del sistema , ai avrà — 

ugnale al momento di rotazione della forza sollecitante diviso pel momento 
d'inerzia (244). Ma .essendo Pa il momento del motore P , e Qb il momento 
del peso Q-, Pa — Qb esprimerà il momento totale della forza sollecitante. 
K per ciò che riguarda il momento d’inerzia, osserviamo che le masse 


Digitized by Google 


325 


PO . * 

— — del motore e del peso ad ogni istante si muovono èoo quella velocità 

g ’ g 

con la quale girano lo estremità dei rispettivi raggi a , b; quindi esse po- 
tranno intendersi concentrate nelle suddette estremità , e ronseguentemenie 

' . ‘ Po* QP 

i loro momenti' d'inerzia rispetto all asse di rotazione saranno , — — , 

. 9 9 

e co«l si avrà 2 + — + pel momento d’ inerzia di lutto il sistema . 

99 . • .... 

Adunque sarà .. 

dcù Pa — Qb u 

di~~ 9 gt +~Pa‘+Qb 1 ~ 9 ’ 

ponendo per brevità — ~Qjf ~ ® ra *^ a equazione »■ 

ottiene » = gMt, e perciò indicando con t>, v 1 le velocità negli estremi dei 
raggi a, b, ossia le velocità dei pesi P , Q . si avranno (242) 

t) s= o® = tujMt r v 1 — ò<v = bg.Mt , 

dalle quali foratole agevolmente si passerà alte seguenti altre (131)' 

dt> dv' 

*== _ = ajd/, — ==fyJf , ■ 

nelle quali sostituendo ad M il suo valore , si otterranno le formolo sopra 
indicate. 

361. Si dedoce dall’esposto finora che ove si cerchi il valore da darsi al 
raggio a perchè il peso sia sollevalo con la massima velocità , questo si tro- 
verà mediante la equazione 


Pa— Qb 


d di~ 9<l g2 + Po 1 + Qt> 


-, = °, 


differenziando per rispetto ad a. E siccome variando a varia anche 5 , cosi 
prima, di differenziare converrà sostituire a 2 il suo valore espresso per a. 
Potremo tuttavia dispensarcene quando 2 possa trascurarsi rispetto agli altri 
termini del denominatore , ovvero quando 2 possa prendersi come costante 
attesoché varii di poco al variare di a. •••••' 

362'. Supponendo che la macchina sia una troclea fissa , e quindi 

27' 7V . 

a — b , posto il peso della troclea = 2 T , sarà 1 — la sua massa , e — - il 

suo momento d’ inerzia (225 : 4.°). Adunque nella troclea fissa scenderà il 
peso P * o salirà il peso Q con pari forza acceleratrice la quale sarà = 

t’ — Q - • 

9 t + p + q ’ 
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Di qui l’uso delta macchina di Atwood per verificare le leggi della ca- 
duta dei gravi. Consiste questa macchina in un'asta verticale graduata , la 
quale è destinata ad indicare gli spazii percorsi da un grave in tempi de- 
terminati. Verso la estremità superiore di quest* asta è collocata una carru- 
cola fissa alla quale è avvolto un filo flessibile dalle cui estremità pendono 
due pesi uguali. Volendo dar moto a questi posi si aumenta la massa di uno 
di essi , e con ud pendolo a secondi o anche meglio a mezzi secondi si mi- 
sura il tempo che il peso preponderante impiega a percorrere gli spazii se- 
gnati nell-' asta verticale. Dagli spazii percorsi paragonati con i tempi im- 
piegati a percorrerli , si raccoglie la legge del movimento verticale dei gravi.’ 

p — 0 

Essendo pertanto = g y ■■ ^ — laWorza acceleratrice tanto del peso 

P che disceude quanto del peso Q che ascende , ed essendo costante questa 
espressione , la teoria c' insegna che il moto è uniformemente accelerato , 
e che le equazioni di qaesto moto sono 


P-Q 


T+P+Q 


9 l 


P-Q g? 
T+ P + Q' 2 ' 


Confrontando queste velocità e questi spazii con gli osservati, si avrà 
la opportunità di vedere se la teoria si conforma alla esperienza. 

363. Se il peso non sale verticalmente me per un piano inclinato, ser- 
viranno- tuttavia le formole precedenti, se non che nel numeratore in luogo 

COS tX 

di 0 dovrà porsi Q — nella qual’ espressione <* dinota l’angolo che il 
cosp 

piano fa con la verticale , e /3 l’ angolo che la direzione della fune a cui é 
attaccato il peso Q fa col. piano stesso. Infatti se si suppone che il peso sia 
tirato su pel piano per mezzo della stessa fune a cui era- prima attaccato , la 
resistenza non sarà più Q ma sarà uguale alla tensione della fune. Conside- 
rando dunque questa tensione come una forza la coi direzione faccia col 

CQS tf. 

piano Tangolo /3,essa si troverà — Q — - (337). Laonde il motore P -della 


cos * 
cos/3 


macchina non sarà più in contrasto col peso Q ma con la forza Q 

questa è la ragione per la quale nella ipotesi in cui ci troviamo deve nel 
solo numeratore delle formole precedentemente dimostrate sostituirsi al peso 

Q la espressione Q Ho detto che questa sostituzione deve farsi nel 

solo numeratore, poiché il momento d’ inerzia del peso Q resta lo stesso. 

<364. Che se si vorrà tener conto delle resistenze, dell'attrito cioè e 
della rigidezza della corda, serviranno ancora le formole dimostrale nel nu- 
mero 360, se nou che nel numeratore in luogo di Qb dovrà porsi 

Qb + fr(P + Q) + b(p + vQ). 
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Infatti volendo mettere a calcolo queste forre passive, come si fa sempre 
nella pratica , si vedrà che il momento Pa del motore non viene in contrasto 
col solo momento Qb , ma eziandio con i momenti fr(P -$- (>) e bfa y Q) 

dell’ attrito e della rigidezza del canapo (348. 350). 

Che se il peso Q fosse tratto su per on piano comunque inclinato da 
una forza P diretta parallelamente alla corda alla quale è attaccalo il peso 
Q , dopo la succennala sostituzione converrà' nel numeratore cangiare Q in 


Q 


cosa + ftt** 
coi /3 — fsen p 


con l’ avvertenza già indicata sopra (357 : 4.®) intorno ai valori di f. 

Siccome poi i coefficienti f,p,v delle resistenze si trovano per espe- 
rienza costanti, perciò il moto resta sempre uniformemente accelerato. 

365. Passiamo ora a dare qualche esempio del moto variabilmente ac- 
celerato. Allorché col giro continuo di una ruota si vuol produrre un movi- 
mento alternativo (*), spesse volle si fa uso della manovella. Cosi avviene 
per lo più nelle ruote che sono destinate ad alzare gli stantuffi delle trombe 
idrauliche. Il gambo dello stantuffo è attaccalo al gomito F (fig. 1 i8.‘) della 
manovella mediante un anello. Girando la ruota il punto F s’innalza in R 
descrivendo il semicerchio FGR , poscia ritorna in F per l'opposto semicer- 
chio RTF, e così lo stantuffo si alza e si abbassa a vicenda. 

In questo movimento aocorcbè si supponga che il motore equivalga ad 
un peso costante P , e che lo sforzo dello stantuffo equivalga ad un peso co- 
stante Q pendente dal braccio della manovella, pure il moto non può essere 
uniformemente acceleralo. Imperocché mentre lo stantuffo ascende nel semi- 
cerchio FGR, il momento del peso Q va continuamente cangiandosi; ed in- 
fatti il braccio di. leva di questo peso è nullo del punto F , massimo nel 
punto G dove è uguale al gomito CF della manovella, e torna nullo nel punto 
sublime R. Ma però è facile il dimostrare che un tal moto é variabilmente 
accelerato. 

Sia a il braccio di leva del peso motore P , il gomito CF della mano- 
vella si ponga =b f il momento d’ inerzia della macchina si faccia = 2 in- 
tendendo io questo compresi ancora i pesi P , Q, e finalmente si supponga 
= cu la velocità angolare della macchina conoscendo la quale si conosce la 
velocità di ciascun punto. Dopo il tempo t il punto F si Uovi in M dopo di 
aver descritto l'arco FM ovvero l’angolo FCM; ponendo questa angolo 
uguale a il momento di rotazione del peso Q alla fine del tempo t si 
esprimerà con Qb «n^. Quindi (244) 

dai Pa — - Qbten^. 

5T = % ’ 


(’) Una macchina è sempre destinala a produrre la iraslaiionc o la rotazione di un 
corpo , e questo movimento può o continuare nello stesso senso 0 rivolgersi iu scuso con- 
trario. Iti questo secondo caso d movimentò dicesi alternativo. 
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di dai cT 4 - 

ovvfiro per essere (262) o> = — , e conseguentemente — = — , 

d’4- Pa — <?6*«4 

- • de É 

Moltiplicando per 2<f+ ed integrando 

fdl\* 2Po4- + 2()èc0s4- , 

-U) — — ± +‘“- 

... « 74 . 

Per determinare la costante si osserva rhe a 4- = 0 corrisponde — — 0, 

dt' 

poiché al principio del molo , quando j = 0 , la velocità angolare a) = — 

della macellila è nulla; avremo perciò 

• 2(>6 2<)6 

0 s= — ; — |- coti . , donde cosi. = e- • 

2, 2, 


Adunque sarà 


2Pa4- — 2(>6(1 — *cos4>) 


Facendo ora successivamente 

, „ 1 1 3 

4- = °., = -ir, = — ir , =^*, 

avremo per i corrispondenti valori del coseno di 4 - 

. cos4- = 1 , •= 0,7071 , =0, = — 0,7071 , = — 1 ; 

e quindi per la determinazione dei quadrali delle velocità angolari corri- 
spondenti ai medesimi angoli si otterranno le equazioni seguenti, cioè 


per 4- = 0 , 

1 


*= 0 , 

1 


per 4- = — ir , «= r Pa* — 0,5858<?6 , 


per 4- = , 


ini 1 = Pai r — 2 Qb , 


3 


per 4 . = - ir, - Fair — 3,4I42()6 , 

4 ‘2 

per 4- — * 1 2a ,7 = 2Fu* — 4 Qb 
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dalle quali é facile accorgersi che il moto per FGR non è equabilmente ac- 
celerato. Ed infatti nel molo equabilmente accelerato i quadrati delle velo- 
cità sono come gli spazii : prendendo dunque i quadrati delle velocità corri- 
spondenti agli spazii — * , — * , dovrebbe essere 

■1 Pa*r- 0,585806: Po* — 2(?ò = 1 : 1=1:2, 

2 . 4 J 

e conseguentemente 

Pair — 1, 17160& = Pair — 2<?ft, 

il che non è. Inoltre paragonando ancora i quadrali delle velocità corri- 
spondenti agli spazii -ir, ir dovrebbe aversi 

? Pa* — 3,4142 Qb : 2Pair _ 4<?ó = ? ; 1 = 3 : 4 , ; 1 


e quindi 


GPa* — 13,656806 = 6Pair — 1 2<?6 , 


il che similmente non è. Peraltro la differenza fra i due primi prodotti è 
0-, 8284Q6, e quella fra questi due-ultimi è 1, 0568 Qb , donde si fa chiaro 
che il moto Si va accelerando più nel secondo quadrante GR che nel pri- 
mo FG. , 

Ma considerando la intera salita da F in R si osserva che i quadrali 
delle velocità acquistate nei punti G , R sono fra loro come gli spazii de- 
scritti FG , FR nè più nè meno come se il moto equabilmente si accelerasse. 
Dal che si deduce che compensandosi abbastanza le anomalie del moto nei 
punti intermedii possiamo riguardare l' accelerazione come se fosse uniforme 
in' lutto il tempo della salila del (teso. E la forza acceleralrice costante che 
si ragguaglia alla forza realetheè variabile, si troverà (134) dividendo il 
quadrato della velocità pel doppio dello spazio; quindi essa si otterrà o di vi- 

, j Pair — 2@6 . 1 

dendo il quadrato ai = — per il doppio dello -spailo q. = -ir, 


ovvero il quadrato a i 1 = 


5 

2Pair 


4<?6 


per il doppio dello spazio q. = ir : 
2Qb 


Pa — 


e nell’ uno e nell’altro caso si troverà una lai forza =. 
il tee. 


e quindi 


42 
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il braccio di leva della resistenza madia , ovvero il braccio di leva 
dio sarà 

26 26 „ 7 

— = — = 0,6376=5 — 6 circa. 

*■ 3,141 ’ Il : 

Si deduce dal dello (inora rJio allorquando un peso è sollevalo per via di 
una manovella , il suo braccio di leva può aversi con i* costante ed uguale ai 
sette undecimi del gomito della mammella. 

, Compiuta la salila segue la discesa per l'arco RTF die riconduce lo 
stantuffo al punto donde |Kirli. In questa discesa la potenza motrice P non 
viene punto in contrasto col peso Q. Quando la manovella si adopera per 
innalzare gli stantuffi delle trombe, arrivato lo slanloff» al puoi» supremo 
R, discende da se pel proprio peso e non esercita veruno’ sforzo contro In 
macchina. Quindi in lutto quel tempo che impiega la manovella a dar volta 
e ricondurre il gomito al termine più basso, la potenza motrice è oziosa.' 

Ad evitare siffatta perdila di tempo è ordiuata la manovella doppia. 
Suno disposte sullo stesso asse due manovelle uguali situate nello stesso pia- 
no, ma volte in parti contrarie. Ai loro gomiti E, F sono attaccati i gambi 
degli stantuffi di 'due trombe uguali, in modo che mentre l’uno ascende 
pel suo semicerchio, l’altro discende pel semicerchio opposto. 

Poiché lo stantuffo che discende non fa forza , è manifesto non esservi 
altra differenza tra la manovella semplice e la doppia , se non che quella 
interpolatamente, e questa continuamente è applicata a far salire il peso Q 
per I' arco FGR nel modo di sopra spiegato; onde il braccio di esso peso può 
7 

aversi per costante ed = — GF. 

U 

Si fanno ancora combinazioni di tre o quattro manovelle sopra lo «lesso 
asse variamente disposte, la ragione delle quali agevolmente s’intenderà 
procedendo- ad imitazione del calcolo precedente. E tanto basti aver detto 
di questa macchina a One di dare un esempio del moto disugpalmenle acce- 
lerato e del modo di ragguagliarne la irregolarità. 

366. Diciamo Analmente qualche .cosa del moto uniforme delle mac- 
chine. Allorquando si rallenta l’aecelrrazione di una macchina ed il molò 
(code alia uniformità., ciò può avvenire o perchè scema la forza accelera- 
triee, o perché cresce la resistenza. Si hanno degli esempi* del primo caso 
nelle macchina che vengono mosse da agenti animati , poiché la forza che 
questi sviluppano va scemando a misura che il moto si affretta. Si hanno 
degli esempii del secondo caso in quelle macchine che sono guarnite di un 
volante , poiché questo con le sue palette battendo I’ aria incontra una resi- 
stenza tanto maggiore quanto é maggiore la velocità* 

> Pertanto, posti gli stessi dati del numero 360, supponiamo che invece 
del peso costante P serva di motore alla macchina una forza Fta quale sia 
una funzione qualunque della velocità v; salirà il peso () con moto accelera- 


ta 
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Fa — Qb 


FS + Qb*' 

Questa forinola si dimostra come nel numerocitato; ma per prevenire qual- 
che difficoltà che potrebbe nascere dalla sostituzione della fona F al peso P 
ne ripeterà qui brevemente la dimostrazione. 

• . di» 

Rappresentando con ® la velocità angolare della macchina , sarà — 

uguale al momento di rotazione della forza sollecitante diviso pel momento 
d’inerzia della macchiua carica dei pesi F, Q. E qui si Doti che io chiamo 
peso anche la forza F, poiché ogni forza si misura da quel peso che un 
agonie qualunque può sollevare allorché si trova_ di essa fornito: per esem- 
pio si dice che la forza media assolata (*) di un uomo é di cinquanta chilo- 
grammi , perché é appunto questo i! peso che egli può vincere. Ora il tnn- 
iiicnio di rotazione della forza sollecitante é Fu — Qb , ed il momento d i— 
nenia della macchina scarica dei pesi essendo 2; , il momento totale dclfa 

. .. „ , Fa 5 C >b',- . 

medesima e l-j -f . Adunque 

9 9 


Fa — Qb 


duo 

rf? = 0 + Fu 1 + Q6 1 


■■gM. 


Quindi ricavasi lite = gAIdt , dove AI. è funzione della velocità v. Integrando 
rispetto a f, considerando v costante, si avrà a> = gMl. Ma la velocità v con 
la quale viene sollevato it peso Q è = bai. Adunque sarà bgA/t ; donde 


9 ' = 


dv 

di 


bg.U == bg 


Fa — Qb ■ 
gl + Fa' + Qb i» 


che è la formula che si doveva dimostrare. 

Conoscendo la forza le note equazioni (131. 132) 

<$’dt = dv , %‘ds — vdv , 

ci faranno conoscere le proprietà tutte del molo. E se / 1 ’ decresce al crescere 
della velocità, anche la forza accelerafricc diminuirà, in guisa che il 
moto si accelererà in principio, ma andrà poi accostandosi alla uaiformilà. 


(*) Iticeli fona assoluta dell’uomo quella che il medesimo può sviluppare in un 
conalo di pochi istanti, a differenza dell’altra che può mantenere equabilmente con azione 
continua o iulerrolla da brevi istanti per una intera giornata di lavoro senza affaticarsi dt 
soverchio , la quale si chiama fona permanente i 
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Il molo diventa uniforme Insinché 9 '= 0 , ossia Fa — Qb. Dal che ap- 
parisce che , prescindendo dalle resistenze , la forza richiesta nel motore per 
conservare la macchina nello stato permanente di mulo equabile è quella stessa 
che richiedesi per mantenerla in equilibrio. 

E per verilà perchè la forza F da principio ponga in molo la macchina , 
essa deve essere tale che il suo momento Fa superi il momento Qb , e che in 
appresso sia continuamente applicata al braccio di leva a. Ora perché il moto 
si accosti ad essere uniforme, ossia perchè 9' si accosti ad essere = 0 , fa 
d’uopo che il momento Fa vada continuamente scemando, e con esso la forza 
F, essendo per ipotesi a, b, Q quantità costanti. Allorché dunque F giun- 
gerà ad esser tale che sia Fa = Qb , cesserà l’accelerazione ed il molo di- 
venterà equabile , e tale si manterrà la forza F qual’ era al termine dell' ac- 
celerazione. E questa è appunto la forza che dando la equazione Fa = Qb , 
ritorna ad essere quella stessa che, prescindendo sempre dalle resistenze, era 
necessaria per I' equilibrio prima che si generasse alcun moto. 

Inoltre perché il moto della potenza e del peso si mantenga equabile fa 
d’uòpo che in ogni momento sieno uguali le loro quantità di moto ; chia- 
mando dunque C , C' le celerilà, dovrà essere FC=.QC' . Ma C : C'=a‘. b, 
C'a 

donde si ricava C = - 7 —. Sostituendo dunque questo valore di t , avremo 

C'-a 

F — = QC 1 , ovvero ancora Fa = Qb. 
b 

367. Allorché si vuol tener conto delle resistenze dell’attrito e della 
rigidezza della fune, si farà come nel numero 364, c quindi la equazione 
dello stato permanente sarà 

Fa= Qb + /r(F + (?) + bQi + vQ). . 


E se la macchina non levi di peso la massa Q , ma la strascini per un piano 
inclinato., in luogo di Q dovrà poi farsi la sostituzione insegnata nel citato 
numero. 

Generalmente se sia Re la somma dei momenti delle resistenze, la equa- 
zione del moto equabile sarà 

Fa = Qb -f- He , 

* t 

dovo se F od anche R sieno funzioni della velocità, converrà porvi i loro 
valori espressi per la velocità di un determinalo punto della macchina ; ed 
allora la equazione stessa ci darà a conoscere la velocità che al giro equabile 
c permanente della macchina competo. 
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CAPO V. 

i ’ » » 

RIFLESSIONI GENERALI INTORNO ALL’ EQUILIBRIO ED AL MOTO 
DELLE MACCHINE. 

368. Da lutlo ciò che si è dello nel capo secondo di questo libro si può 
dedurre il seguente principio : ciò che si guadagna in forza , si perde in velo- 
cità ; o in altri termini : là potenza e la resistenza sono reciprocamente propor- 
zionali agli spasii che i loro punti di applicazione descriverebbero simultanea- 
mente-, se l'equilibrio veniste a rompersi. Perché questo principio si verifichi 
in ogni caso, agli spazii infinitesimi che sarebbero descritti nel primo istante 
bisogna sostituire le loro proiezioni sopra le direzioni delle' forze. 

°Nella leva infatti si è dimostrato che la potenza sta alla- resistenza in 
ragione reciproca delle perpendicolari abbassate dal centro di rotazione so- 
pra le loro direzioni ; sia AOB(/ij. itQ. )la leva , Oa , Ob le perpendico- 
lari abbassate dal centro di rotazione O sopra le direzioni delle forze P , Qi 
sarò 

p : () = Oh : Oa. 

Of se l’ equilibrio venisse a rompersi , ed i punti di applicazione A , B de- 
scrivessero gli archetti simili A# , B/9 ,' potendosi questi considerare come 
rettilinei , abbassate le perpendicolari *p, (3q sopra le direzioni delle forzò 
P , Q , agevolmente si vedrà essere il triangolò A*p simile al triangolo AOa; 
ed- il triangolo B/3q simile al triangolo BOb; o quindi si avranno le propor- 
zioni 

* A« : Ap = AO : Oa , B/3 : Bq — BO : Ob. 

Ma per essere simili gli archetti Aa, B/3 si ha la proporzione 

Aa : AO = B0 : BO. 

Adunque sarà 

Ap ; Oa = Bq : Ob , donde Bq : Ap ==> Ob '. Oa , 

. ' i 

e conseguentemente 

P.Q — Bq : Ap. 

Nel piano inclinato si è dimostrato che la' forza , .quando é parallela al 
piano, sta al peso come l’altezza del piano sta alla sua lunghezza; sia AB 
(fig. 120 S) la lunghezza del piano, AC la sua altezza , sarà 

' / . A * * - r 

P.Q — AC : AB. 
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Or supponiamo che l’equilibrio venga a rompersi, trascoh-endo il punto G , 
cui possono intendersi applicate le forze, in p; abbassata la perpendictdare 
pq sopra la direzione del peso (J , risulterà il triangolo Gpq simile al trian- 
golo ABC , e si avrà la proporzione 


e quindi 


AC : AB = Gq : Gp , 
P : () = Gq : Gp. 


L’equilibrio della troelea mobile esige che ta potenza sia la metà del 
peso allorché queste due forze sono parallele- Or se questo equilibriosi rom- 
pe , ed il punto di applicazione della potenza da P {fig. iat. a ) trascorre io 
p salia medesima direzione della forza, la troelea abc prenderà un’altra 
posizione <*/3y , rd ii diametro ar passerà in «y ; in questa trasposizione , 
poiché la lunghezza della fune rimane la stessa , sarà 


Aa -f- afiy -f- yP Pp = A* + *a ■+ °* )c + c ? ir *P ? 

e riducendo risulterà 


Pp = «a -f» cy =c2cy. 


Lo. spazio percorso dal punto di applicazione della potenza é dunque doppio 
di quello che descrive il ponto di applicazione ilei peso. 

Nella vile, chiamando a il braccio di leva della potenza P , h ii passo 
dell’elica , e Q il peso , si é trovala la relazione 

P:Q = h: 2ir a: 

Muovendosi la vite, il punto di applicazione del peso percorrerà in dirizione 
verticale uno spazio proporzionale all' arco circolare descritto dalla proie- 
zione del punto di applicazione della polenta sopra un piano normale al l'asse 
della vite; il rapporto esistente tra quello spazio e questo arco è colpe h a 
'lira. Or sé lo spostamento della vile è piccolissimo , la proiezione dell’arco 
di elica descritto dal punto di applicazione della potenza sopra la direzione 
della medesima può farsi uguale alla proiezione dello stesso arco sul piano 
normale; quindi lo Spazietto descritto dal ponto di applicazione del peso sta 
alla proiezione di quello descritto dal punto di applicazione della potenza 
come h : ‘Iva, ossia come la potenza al peso. 

Il martinello è una macchina la quale consista in una dentiera A (fig. isa.“ ) 
mossa dal rocchetto C di una ruota dentata B; questa ruota poi ingrana cou 
un altro roccheito.D all’ asse del quale è annessa una manovella. Dinotiamo 
con a il braccio della manovella , 0 cou b, 6' i raggi dei cerchi primitivi 
del rocchetto D , della ruota &, e del rocchetto C. Il momento con cui il 
pesò Q tende a far girare il rocchetto C è uguale a Qb' . Dinotando con A lo 
sforzo che si esercita fra il dente della ruota B , ed il dente del rocchetto D , 
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ron i. brace! di leva di qupgto sforzo, l’uno relativo al centro della 

ruoto , e l’altro relativo al centro del rocchetto, per l'equilibrio dovrà estero 


« quindi 


Qb' — Xx , Xx' == Pa ; 
b'x’ 


. P — Q- 


ax 


Ma il rapporto —, comesi sa dalle teorie d’ ingranaggio , è uguale all’ al- 

X 

b ... ' ' 

Irò—. Adunque la equazione di equilibrio sarà 

bb‘ ' - ; 

/>==<?_. 

. aa‘ . 

Abbia la ruota B 18 denti , il rocchetto D né- abbia 6 , e sia il braccio della 
manovella cinque volle maggiore del raggio del rocchetto C; si avranno 
b 6 1 6' I 

- — e conseguentemente 

a' 18 3 a 5 


*- 15 * 


Si ponga ora la manovella ia movimento, e. si vedrà che lo spazio descritto 
dal punto di applicazione della potenza é quindici volte maggiore di quello 
descritto dal punto di applicazione della resistenza. 

369-. Senza addurre altri eserhpii in conferma dell enunciato .principio, 
dimostriamolo generalmente come segue. 

Qualunque sia il. legame reale tra il punto di applicazione della potenza 
e quello della resistenza, se ne può sempre sostituire un altro il quale induca 
un movimento identico. Cosi si può supporre che.i punti M , M' (/S g. 1%3. ) 
cui sono applicate le forze P, V sieno legati m'edianle due rette di lunghezza 
Ci stante MN ed M'N assoggettale ad incontrarsi sopra una data superficie. 
La connessione delle parli della macchina è tale che la posizione del punto 
M determina quella del punto M* ‘ y e generalmente la posizione di un punto 
solo determina quella di tutti gli altri. Quindi là posizione del punto N é 
ancor essa determinala , perciocché si conoscono le distanze del medesimo 
da due altri punti di posizione cognita. Quantunque ciò aia vero qualunque 
sia la lunghezza delle rette MN, M'N, pure noi supponiamo che le mede- 
sime sieno talmente determinale , che nessuna risulti normale alla curva 
che il punto MoM è aisoggellato a descrivere, e qualunque sia la posizione 
dell'uno o dell’altro di questi due punti. Se questa condizione si verifica 
relativamente alle curve descritte dai punti M ed M 1 si verificherà altresì per 
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quella descritta dal ponto N ; o di ciò non diamo qui la dimostrazione per 
non ripeterne un’altra simile in appresso. 

Ciò posto , applichiamo ai punti M ed N secondo la retta MN due forze 
uguali ed opposte Q, Q , e diamo loro una intensità ed una direzione tali che 
il punto M non possa concepire alcun movimento sulla curva che egli deve 
percorrere. Applichiamo del pari ai punti N ed M' e secondo la retta M'N 
due forze uguali ed opposte Q' , Q' determinate in guisa che la risultante 
delle Q, Q' applicate al punto N sia elisa dalla resistenza della curva che 
lo stesso punto è assoggettato a descrivere. 

Fatta la introduzione delle forze Q , Q' le quali nulla influiscono sul 
modo di agire delle altre P, P' , si vede che l'equilibrio della macchina di- 
pende da quello del punto M'. 

370. A fine di trovare la condizione essenziale da cui dipende questo 
equilibrio, fa mestieri esporre prima le cose seguenti. 

1. ° Se più forze P , P',P",... applicate ad un medesimo punto si 
fanno equilibrio , proiettando una retta qualunque , che parta da questo 
punto, sopra le direzioni dell» forze, e dinotando con p la proiezione sulla 
direzione della forza P , con p' la proiezione sulla direzione della forza P' , 
e cosi di seguito , dal numero 1S si ricaverà che tra le forze e le proiezioni 
esiste la seguente relazione 

Pp + P'p' + P''p" _(....= 0. 

2. ° Allorché un sistema di punti è in equilibrio , e si concepisce elio 
egli prenda uno spostamento infinitesimo compatibile con tolte le condizioni 
alle quali é soggetto, lo spazio infinitesimo percorso da un punto qualunque 
del sistema nel passare dall'una all’altra posizione, chiamasi velocità eir- 
tuaìe di quel punto. Proiettando questo spazietlo sopra la direzione della 
forza applicata a quel punto, e considerando la proiezione come posithva o 
negativa, secondo che cade sulla direzione medesima della forza o sul suo 
prolungamento, la qual considerazione, come si notò nel citato numero 18, 
deve pure applicarsi alla equazione precedente, chiamasi momento virtuale 
della forza il prodotto della sua intensità per la proiezione della velocità vir- 
tuale del suo punto di applicazione sopra la direzione della forza medesima. 
Si vede poi che per avere in valore ed in segno la proiezione della velocità 
virtuale di un punto qualunque sopra la direzione della forza che gli è ap- 
plicata, bisogna moltiplicare la velocità virtuale pel coseno dell'angolo con- 
tenuto dalle direzioni di questa stessa velocità e della forza. 

3. ° Se il punto di applicazione delle forze dovesse muoversi sopra una 
data linea, la equazione dell'equilibrio sarebbe la stessa che la precedente 
(l'.°) , purché a’ introduca la resistenza normale della curva. Ma se fra lutti 
i possibili spostamenti virtuali si sceglie 1’ uno o l'altro dei due che il punto 
realmente può prendere sulla curva , la resistenza normale della curva non 
entrerà affatto nella equazione di equilibrio , essendo nulla la proiezioue 
della velocità virtuale del suo punto di applicazione. 
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In ciò che precede si é fallo astrazione dalla resistenza dell’ attrito che 
il punto potrebbe incentrare secondo la linea sulla quale egli si muove : che 
se avesse luogo questa resistenza , il sno momento virtuale non sarebbe 
nullo come quello della resistenza normale. 

4.° Dimostriamo finalmente che le proiezioni delle velocità virtuali de- 
gli estremi di una retta rigida sopra la sua direzione , sono uguali. 

Sieno x , y , z ; x y , y' , z' le coordinate degli estremi delia retta riferite 
a tre assi rettangolari; dinotando con l la sua lunghezza , si avrà 

<* _ *')’ + (y _ j ,'Y + (* _ z'y = r. 

Se la retta prende uno spostamento infinitesimo , e le coordinate dei suoi 
estremi divengono x + dx , y+ dy, z + dz ; x' + dx 1 , dy' , z'+ dz' 
dovrà essere ' 

(x — x') (dx — dx') + (y^~ y') (dy - dy') + (* — z') (dz — di') = 0. 

Sieoo <x, 0, y gli angoli che la retta forma con i tre assi ; saranno 

x — x 1 y — y 1 z — z' 

coi et = — — , costì = — — z. , cosy = — - — ; 

e la equazione precedente in virtù di queste altre diverrà 


* 


(dx — dx') cosa + (dy — dy')cosi 3 + (dz — di') cosy — 0 , 

ovvero 

dxeosa + dycosfi -f- dzeosy zs dx'cosa + dy' costì -f dz' cosy. 


Questa equazione, dinotando con ds, ds' le velocità virtuali dei punti estremi 
della retta , si può scrivere sotto quest’ altra forma 


* Gr ' + s + £>•* ) =" (■£««• + % «* +£ « ») i 


e se si riflette che le quantità poste in parentesi sono i coseni degli angoli 
contenuti dalle direzioni delle velocità virtuali e della retta , si vedrà (2.°) 

chiaramente la verità di quanto si voleva dimostrare. v * ' 

Se dunque la retta è normale allo spazietto percorso dall’uno dei suoi 
estremi, sarà pure normale a quello percorso dall’altro estremo; il che 
pruova quanto- si è accennato nel numero 369. 

371. Tultociò premesso, ritorniamo all’ equilibrio della macchina. Es- 
sendo i punti M ed N in equilibrio per Ipotesi , si avrà (370 : 1.®) 


Ucce. 


Pp+Qq = 0, — Q q + Q’ q ' — 0; 

43 
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e dovendo il punto M* essere in equilibrio per condizione, sarà 
— Q'q' + P'p 1 — 0. 

Ma dalle prime due equazioni si ha 

-Q>q' = Pp. 

Adunque la richiesta equazione di equilibrio sarà 

Pp + py = o , . 


donde si deduce in generale che le forze ,/* , V sono reciprocamente come 
le proiezioni p , p'. 

Noi abbiamo considerato principalmente il caso di due forze, 1’ una 
morente e l'altra resistente; ma ù chiaro che la equazione di equilibrio 
avrebbe la stessa forma della precedente se agissero sulla macchina quante 
forze si vogliano. • . 

372. Finora si sono fatte importanti riflessioni intorno all’equilibrio 
delle macchine ,- e generalmente di un sistema qualunque di punti materiali 
il quale non possa prendere se non due moti direttamente opposti; ma ser- 
vendo le macchine non tanto a tener fermo il punto -di applicazione della 
resistenza quanto a spostarlo , passiamo a farne altre intorno al molo delle 
medesime. 

Chiamiamo x , y, a le coordinate di un punto qualunque del sistema 
riferite a tre assi rettangolari ; sia *n-la massa di questo punto , e dinotiamo 
con X, Y, Z le componenti della sua forza acceleratrice ; le componenti 
della forza perduta nell’istante di dal punto ni saranno 


n» 


(*-$)• " 0 -$)’ ■('-?)• 


Sieno del pari x' , y' , *' le coordinale di un altro punto del sistema , m’ la 
sua massa, ed A’', Y' , Z' le componenti della sua forza acceleratrice; le 
componenti della forza perduta da questo secondo punto saranno 



e cosi per gli- altri punti. 

Pel principio di D’*Alcmbert tutte le forze perdute dai diversi punti del 
sistema debbono equilibrarsi fra loro id ogni istante del molo. Ma l’equili- 
brio di un sistema di punti materiali il quale può prendere due soli moti di- 
rettamente opposti , esige che la somma dei momenti virtuali delle forze che 
gli sono applicate sia nulla. Se adunque si riflette che i momenti virtuali 
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■(*-£)*• 


delle forte perdale dal punto m sono 
c quelli cbe si riferiscono al paolo iti' sono 

e così di seguilo per lutti gli altri ponti ; si vedrà chiaramente che la equa- 
zione di equilibrio delle forze perdale sarà 

(j ~ìif) dy + = 0 ' . 


ovvero 


s.m (i^ + d,^.+ = £.»(*& + M, + U--). 

Dinotando adesso con » la velocità del punto >n acquistata nel tempo t, si ha 


donde si ricava 


3 d * 3 <hf ds 1 

0 =W + W + dT" 


1 <Px ; d'y d’i 

2 i v + + 


e lo stesso avendo luogo per tulli gli altri punti, la equazione precedente si 
cangerà nell' altra 

* dt.nw’ = t~m(Xdx + Ydy + Zdt). .. (a). 

2 

373. Le forze applicate al sistema altre sono moventi ed altre resisten- 
ti; il ponto di applicazione delle prime si muove in guisa che la direzione 
della sua velocità fa angolo acato con quella delle forze; il contrario avviene 
per le seconde, facendo angolo ottuso l’una direzione con 1 altra; adunque 
il momento virtuale di una forza movente sarà positivo, ed il moment» 
virtuale, di una forza resistente sarà negativo. Sia P una deHe forze moven- 
ti , e supponiamo essere quella che è applicala appunto m ; nel numero 
si è dimostrato che la somma dei momenti virtuali di. più forze applicate a 
uno stesso punto è uguale al momento virtuale della loro risultante; essendo 
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dunque ni X , mK, mZ le tre componenti della forza P , ai avrà 
Pdp = m(Xdx + Ydy + Zdz ). 

Sia poi Q una delle forze resistenti , e supponiamo che sia la forza che è 
applicala al punto m' ; avremo per questa 

— Qdj = m'( X'dx' + Y'dy' + Z'dz'). 

Discorrendo allo stesso modo per tutte le altre forze, si vedrà chiaro che 
alla equazione (a) potrà darsi la forma seguente 

^ d2 . me 2 = 2 . Pdp — 2 . Qdq . 

Sia v 0 la velocità iniziale del punto m, cioè il valore di v che corrisponde 
a t = 0 ; integrando la precedente equazione , risulterà 

i-2.mu’ — ^ 2.mtv I = </2.Pdp — SU. Qdq.. . (b) , 

dove gl’ integrali del secondo membro debbono annullarsi allorché t = 0. 

374. .Fra le tante denominazioni date ai prodotti Pdp , Qdq la maggior 
parte dei Meccanici ha ritenuta quella di Coriolis, cioè di quantità di tra- 
vaglio elementare; le somma %.Pdp , ’Z.Qdq saranno adunque le quantità 
di travaglio elementare prodotte in uno stesso istante da tutte le forze mo- 
venti e da tutte le forze resistenti; e gl’integrali S^.Pdp, S%.Qdq espri- 
mono il travaglio motore ed il travaglio resistente sviluppati nel tempo t. 

Ciò premesso la equazione (6) ci dimostra che quando il sistema o la 
macchina passa da una posizione all’ altra , l’ aumento della semisomma delle 
forze vive uguaglia l’eccesso del travaglio motore sul travaglio resistente. 

Se insieme con t = 0 si supponga v 0 = 0 , la equazione (fi) diventerà 

1 2 . me 1 = t/2 . Pdp — S^.Qdq, 

. £ 

e poiché il primo membro è una quantità positiva, si deduce che il trava- 
glio motore supera sempre il travaglio resistente. Questi saranno uguali al- 
lorché la macchina torna al riposo. 

Se il molo della macchina diviene uniforme, e si considera dopo che la 
uniformità è stala stabilita , il primo membro della equazione (6) sarà nullo , 
e conseguentemente anche il secondo; quindi si conchiude che in un inter- 
vallo qualunque di tempo il travaglio motóre è uguale al travaglio resisten- 
te. In questa ipotesi dunque sarà 

.rì.Pdp = S'Z.Qdq , 
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e per conseguenza 

$.Fdp=:'2.Qdq, ■ - 

la qual cosa, in virtù del principio delle velocità virtuali, ci dimostra che le 
forze moventi si equilibrano con le resistenti , risultamento del tutto conforme 
a ciò che fu detto nel numero 366. Il travaglio resistente si. compone del 
travàglio che si ha in. mira di produrre e che dicesi travaglio utile, e dpi 
travaglio proveniente dagli attriti, dalla resistenza del mezzo, dalla comu- 
nicazione del moto ai corpi circonvicini-, ec. Conseguita quindi che per la 
conservazione del moto uniforme della macchina , il travaglio motoro deve 
sempre eccedere il travaglio utile; e quindi le macchine non servono ad altro 
che a trasformare il travagliò non già ad aumentarlo , come si crede dal 
volgo. 


FINE DEL LIBRO QUARTO. 
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LIBRO QUINTO 


DELL EQUILIBRIO DEI FLUIDI 


CAPO I. 


DELLA GENERALE EQUAZIONE DELL’ EQUILIBRIO DEI CORPI FLUIDI. 


375. Una massa fluida è l’aggregato di minimi elementi materiali con- 
tigui, ma sciolti e liberi da ogni vincolo di tenacità. I (laidi altri sono 
incompressibili o liquidi , altri compressibili o elastici. I primi sono quelli la 
cui densità non varia considerabilmente per la pressione, almeno fra i limili 
delle pressioni ordinarie, quali sono l'acqua, l’olio, il mercurio, ec. ; i se- 
condi al cangiar la pressione cangiano considerabilmente in densità, quali 
sono l’aria , i vapori, e generalmente tutti i fluidi aeriformi. 

376. In una massa fluida equilibrata in tatti i sensi si consideri un 
punto qualunque (x,y, z) e si supponga che questo punto sia sollecitato 
da una forza acceleratrice 9 , le cui componenti parallele agli assi coordinati 
OX, OY, OZ si rappresentino con X, Y, Z. Per un tal punto si faccia 
passare una superficie k piana , rigida , ed iuGnitesima : si rimarrà k in 
equilibrio, e conseguentemente le pressioni che dall’ una parte e dall’ altra 
di questa superficie sono sopra la medesima esercitate dagli strati circonvi- 
cini della massa fluida saranno forze uguali e direttamente contrarie, ed in- 
sieme normali alla stessa k. Noi dinotiamo con tsk una di queste pressioni , 


dove il rapporto « = -r- è ciò che si dice la pressione idrostatica esercitala 


presso il punto (x, y, a) contro l’area = 1 presa nel piano della superfi- 
cie k. Nella medesima massa fluida si faccia poi passare per un altro punto 
(x 0 , y f z) una seconda superficie k 0 piana , rigida, ed infinitesima la quale 
abbia con la superficie k comune la proiezione sul piano YOZ. Chiamiamo A 
questa proiezione, e con ® 0 dinotiamo la pressione idrostatica presso il punto 
( X 0 , y , z) esercitata contro 1’ area = 1 presa nel piano dell’ area k 0 . 
La massa fluida seguiterebbe a stare nello stato di equilibrio ancorché in 
una porzione qualunque della medesima venissero i punti a tenacemente 
connettersi con lineette rigide, ossia, che è lo stesso, ancorché una qualun- 
que porzione della medesima divenisse solida. Pertanto si supponga ciò av- 
venire alla porzione cilindrica avente per generatrice la retta parallela al- 
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P a sse OX , e per basi le superficie k, A 0 ; dinoti p» la densità della massa 
fluida presso il punto (x, y , z) , e sia x > x 0 . Si esprimerà con 



la somma delle forze motrici dalle quali vengono sollecitati i punti di quella 
porzione nel senso di OX; e saranno 




le pressioni esercitale nei senso dello stesso asse OX, la prima contro la base 
k 0 , la seconda contro la base k : per ciò poi che riguarda le pressioni contro 
i punti della supeificie laterale, esse perchè normali alla retta generatrice 
non daranno componenti alcupe parallele all' asso OX. Perchè dunque la 
porzione che'è divenuta solida persevera nello stato di equilibrio, perciò 
si avrà 

J jj- ^ ^ 

• pXdx -f — ar 0 fr 0 — -neh— 0, 

jr, "0 * 

ovvero ancora 


donde si ricava 


> f* pt Xdi 

J *. 


Xdx -f- kv a — /taf — 0 , 



Di nulla mutando la posizione della superficie k 0 , s'intenda rivolta in 
qualunque, senso la superficie le intorno al punto (x, y, s): resterà immu- 
tato il secondo membro della equazione ultima ; adunque ancora il primo si 
rimarrà inalterato. Per la qual cosa persevererà nello stesso valore la pres^ 
sione idrostatica rispetto a tutti i piani condotti in un modo qualunque per 
quel punto. Quindi conseguila che prendendo la retta generatrice parallela 
prima all’asse OY e poi all'asse OZ, ed esprimendo con ar o " le pres- 
sioni idrostatiche presso i punti (x, y 0 , s), (x, y, s 0 ), saranno pure 

1 tre valori di ar differenziati, il primo rispetto ad x , il secondo rispetto 
ad y , ed il terzo rispetto a s, danno 



dar v dar d*s ■ 

— — p*.¥ , ■ m y > ~ r ~ = pz , 

dx dy dz 
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e conseguenlemente 

dv = n(Xdx+ Ydy+ Zdz). .. (1). 

E questa la generale equazione dell’ equilibrio dei corpi fluidi: cssac’ inse- 
gna che la condizione necessaria per 1’ equilibrio di una massa fluida è che 
la espressione 

(x ( Xdx -f Ydy + Zdz) 

sia il differenziale esatlo di una cerla funzione delle variabili x, y, z, e (he 
questa funzione o dia il valore della pressione H , o da questa pressione dif- 
ferisca per una quantità costante (*). 

377. Indichiamo una tale funzione con f(x, y, z), la equazione (1) 
ci darà w , 

V — f(x, y , z ) + C ... (2) , 

essendo C una costante arbitraria , che potrà determinarsi qualunque volta 
si conosca la pressione in un dato punto del'fluido. Se il fluido non è conte- 
nuto in un vaso chiuso da tutte le parli e riempiuto esattamente, sarà ne- 
cessario che sulla parte libera della superficie si eserciti una pressione esterna 
il cui valore sia dato dalla equazione (2) , e che questa pressione sia diretta 
in ciascun punto verso la parte interna del fluido. Che se il fluido è conte- 
nuto da un vaso il quale sia chiuso da per ogni dove ed abbastanza forte, 
qualunque sia il valore di ss dato dalla equazione (2) relative alla superficie 
del fluido, esso costantemente equivarrà alla reazione delle pareti del vaso. 

378. Se la pressione esterna esercitata sulla superficie di uà fluido equi- 
librato o è nulla, o è la stessa in tulli i punti della medesima, si avrà rela- 

magtpr v - ...» 


(”) Se ben si rifletta al modo col quale noi aiamo giunti ad ottenere la equazio- 
ne (1), si vedrà chiaramente che questa non altro espi ime die la condizione seguente: 
che cioè perchè una massa fluida stia in equilibrio la d’uopo che in ogni molecola di 
questa massa le forze intrinseche si equilibrino con le estrinseche, con le pressioni cioè, 
delle molecole contermini. Nè può dirsi che ciò debba aver luogo eziandio per l’equili- 
brio dei corpi solidi, poiché in essi l’equilibrio può mantenersi anche senza questa condi- 
zione a'cagione della loro tenacità la quale è una forza puramente passiva che non induce 
nè moto uè pressione alcuna , ma solamente resiste ad ogni moto tendente alla disgrega- 
zione delle parti ; e però sebbene nei corpi solidi la molecola che trovasi stretta da forze 
disuguali tenda a muoversi cedendo alla pressione prevalente , con lutto ciò questo moto 
può non effettuarsi , poiché la tenacità contrasta a siffatta tendenza. Quindi conseguita 
che se la equazione (1) si ritrovasse aver luogo io una massa solida ben si potrebbe cou- 
chiudere che questa massa è equilibrata , ma non si potrebbe reciprocamente asserire che 
mancando quella condizione fosse per mancare l’equilibrio; laddove in una massa fluida, 
le cui molecole sono del tutto sciolte c libere da qualunque vincolo di tenacità, posta 
quella equazione si pone l’equilibrio e tolta la equazione l'equilibrio si toglie. Conseguita 
inoltre che se una massa fluida è equilibrala può sicuramente asserirsi che diventando so- 
lida o in tutto o in parte, conserverà l'equilibrio ; ma non mai si potrà argomentare in 
contrario che cioè una massa solida equilibrala sia per mantenersi in equilibrio diven- 
tando fluida. .v . _ „ — 
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tivamente alla delta superficie daf = 0, e quindi 

Xdx 4. Ydy + Zds — 0 . . . (3). 
Onesta espressione può presentarsi sotto la forma seguente 


Xdx ,Ydy Zdz 

$ ds ' 9 di <f ds 


X Y Z 

esprimono - , - , -1 i coseni degli angoli che la forza acccleralrice ? f a 

con gli assi coordinali OX , OY , OZ , ed inoltre ~ , ^ , ÌÌ dinotano i 

coseni degli angoli che la reità tangente all’arco s nella sua estremità con- 
tiene con i medesimi assi. Si deduce quindi che la forza a, fa un angolo 
di 90° con le rette tangenti condotte in lutti i punti della superficie la quale 
o non e premuta o è premuta equabilmente, e che perciò la stessa o é diretta 
secondo la normale a questa medesima superficie. 

379. In un flùido equilibrato chiamasi superficie di livello quella a cui 
la risultante delle forze che agiscono sul fluido riesce normale in lutti i suoi 
punti. Per siffatte superficie adunque avrà luogo la equazione 

Xdx Y dy Z ds 

1 - - 4 - = © 

9 ds 9 ds 9 ds ’ 

ossia la equazione (3) , la quale perciò rappresenta la equazione differen- 
ziale di tolte le superficie di livello. Quindi si deduce che relativamente ad 
una qualunque di queste superficie rf«=0, e che per conseguenza per 
tutti i punti della medesima la pressione é nulla o è costante. ^ 

Questa notabile proprietà potrebbe servire di definizione alle superficie 
di livello, ed allora quella che 6 espressa dalla equazione (3) ne sarebbe 
una conseguenza, come si é potuto osservare nel numero precedente. 

La equazione in termini finiti delle superficie di livello, indicando con e 
una costante arbitraria , sarà 


f(x, y , s) = c , 

d!ffe"enz S ia™ Pre y ’ Z ^ ,a funzion0 che ha iu( Xdx + Ydy -f- Zdz ) per 

Se la costante c prende successivamente lutti j valori possibili, si otter- 
ranno tutte le superficie di livello. Queste superficie poi non potranno incon- 
trarsi se a valor, fimi, delle variabili », y, «.corrispondono valori ancora 

f"* rK,. l t a , ru n z,0ue /:<•'»'*). P0 ich ® .i» ‘al caso sarebbe 
impossibile la coesistenza delle equazioni 

f(x,y,s) = c, f(x, y, s) = c ', 
essendo c diverso da c\ 
iltcc. 

44 
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Se la superficie libera del fluido è sottoposta ad una pressione costante 
in tulli i suoi punti , sarà essa slessa una superficie di livello. 

380. Nella ipolesi che la forza ? tende in un punto fisso , si stabilisca 
in esso la origine delle coordinate : dinotando con D la distanza fra quei 
punto ed il punto (*, y, z), si avranno (180) 



e quindi 

Xdx + Ydij + Zdz— — ~ (xdx -f ydy + zdz). 

Ora noi abbiamo 

Ij 1 —a 3 ? -j- y* + *’ , donde DdD — xdx + ydy ■+• zdz. 

j 

Adunque sarà 

Xdx Ydy Zdz = — %dD. 

Ma se la superficie del fluido è ugualmente premala in tutti i suoi punti, 
ovvero è una superficie di livello , avrà luogo la equazione (3). Adunque 
per siffatta superficie si avrà dD> = 0 , e D = C. Per la qual cosa risulterà 

\ *» + y* + ** = C*: 

cioè la massa fluida equilibrata prenderà la forma di una sfera. 

381. Supponiamo inoltre che sopra ciascuna molecola di un liquido 
contenuto in un vaso aperto superiormente, oltre la gravità agisca un’altra 
forza orizzontale, la quale passi per un asse verticale, sia diretta dall’asse 
verso la molecola , e sia proporzionale alla distanza della molecola dall'asse 
medesimo. 

Sia ABCD iz4‘) 'l vaso, OZ l’asse verticale; contando le s po- 
sitive sopra l’asse OZ a partire dal punto O , la forza orizzontale che agi- 
sce sopra una molecola posta alla distanza r dall’ asse potrà esprimersi con 
aj^r , espriritendo con uu coefficiente costante; e poiché questa forza si 
suppone diretta dall’asse verso la molecola, decomposta in due, l’uua pa- 

X 

caltela ad OX e l’altra ad OY , sarà la prima uguale ad as’r.- =»’*, e la 

seconda uguale ad ®’r. - = ®’y. Si avrà dunque nella ipotesi in coi ci tro- 
viamo 

x = oì'x , y r = , / — — g . 
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e Ip equazione (3) della superficie di livello darà 
gdz = aj’( xdx + ydy ) . 

Integrando, e dinotando con ' c la costante arbitraria, si avrà 

* = + y 1 ) + c - 

Quindi si conchiude che la superficie di livello é quella di un paraboloide di 
rivoluzione, 1’ asse del quale 6 OZ. 

Determiniamo la costante nella supposizione che il vaso sia cilindrico e 
a base circolare, di cui l'asse sia OZ , ed il raggio della base = a r il vo- 
lume del liquido contenuto nel vaso si potrà esprimere con ita'b , essendo b 
l’altezza costante che avrebbe il liquido se sopra di esso agisse solamente la 
gravità. Decomponiamo il volume liquido in elementi mediante superficie 
cilindriche aventi tutte OZ per asse; l'elemento compreso Ira le due super- 
ficie cilindriche descritte con i raggi r ed r -j- dr verrà espresso da 'Ivz.rdr, 
per essere 2nrdr la base dell' anello cilindrico, e z l’altezza. Sostituendo a z 
il suo valore date dalla equazione superiore, nella quale ad x 1 -f- y 1 potrà 
sostituirsi r 1 , si vedrà che tutto il volume liquido sarà dato dall’ integrale 



esteso da r = 0 fino ad r = a. E dovendo questo volume essere uguale a 
ira 1 6 , fatta la integrazione, si troverà 


donde si ricaverà 


e quindi 




b ù ^ 

2 g 2 


aj 2 / ^ a 2 \ 

ir) + *• 


Facendo in questa equazione r = 0 , si avrà 

t *V 

s = 6 , 

*9 

e questa sarà l’altezza del liquido nel centro; facendo poir = a, si otterrà 

'• , . ® a 

* = 4 + V’ 
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che sarà l' altezza comune a tutti i punti estremi della superficie di livello. 
Adunque uu liquido grave sottoposto alle suddette forze orizzontali di tanto 
si deprime nel centro di quanto si eleva negli orli. 

Il caso ipotetico che finora abbiamo considerato può essere realizzato, 
facendo rotare uniformemente il vaso intorno all'asse OZ con velocità ango- 
lare ®; perciocché una molecola qualunque posta alla distanza r dall’asse 

ojV 1 

tende ad allontanarsi da questo con forza uguale (199) ad = <> 3 1 r. 

r 

382. Si sa dalla esperienza che in un fluido elastico la densità , rima- 
nendo costante la temperatura, è proporzionale alla corrispondente pres- 
sione 9 , cioè 

n = (ter . . . (4). 

Eliminando n dalle equazioni (1) e (4), risulterà 


— = 6(Xdx + Ydy + Zdz) ; 

c ponendo Xdx + Ydy Zdz = d.f( x , y, z) = df ed integrando, si 
otterrà 

l'(«) = SOdf + l'(C) = l'(e n ' ìf ) + l'(C) = V( Ce'*#). 


Laonde sarà 

« = Ce ftldf , e pt =C0e ll>Jf , 

nello quali formolo il coefficiente 0 dipende dalla temperatura che ha luogo 
presso il punto (a;, y , z). Ciò posto, per la condizione necessaria dell’equi- 
librio del fluido deve potersi eseguire la integrazione del differenziale 6 df 
(376) , ossia deve essere 6df un differenzialo esatto. Or questo ha luogo 
quando 6 o è costante, ovvero è una funzione di f. Adunque perchè un fluido 
elastico stia nello stato di equilibrio , la temperatura o deve essere la stessa 
in tutta la massa del fluido ovvero deve essere una funzione di f. Ma questa 
quantità è costante in una qualunque superficie ugualmente premuta, ossia 
, in nna qualunque superficie di livello (379) ; l’ istesso adunque dovrà dirsi 
della temperatura. 

Considerando la terra come una sfera, e facendo astrazione dal suo 
movimento di rotazione, la forza applicata a ciascuna delle molecole del- 
l’aria è diretta verso il centro, e per conseguenza le superficie di livello in 
un tal fluido saranno tutte sfere concentriche con la terra (380), L’equili- 
brio adunque dell'atmosfera esigerebbe che la temperatura fosse la stessa in 
tutti i punti ugualmente distanti dalla terra. Ma ciò è impossibile a cagiono 
della presenza del sole; questo equilibrio adunque non mai avrà luogo. 

383. Si sa eziandio da certissimi esperimenti che un fluido elastico qua- 
lunque sotto una medesima pressione 9' si restringe o si dilata secondo che 
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decresce o cresce la temperatura, e ciò avviene in modo che per ogni grado 
del termometro centigrado che la temperatura cresco o decresce, il volume V 
del fluido cresce o decresce di 0,00375. Ponendo dunque 0, 00375 = 0 , e 
supponendo innalzata la temperatura di n gradi , il volume V diventerà 
F(1 + an). Ma rimanendo la stessa massa, le densità stanno reciprocamente 
come i volumi; dinotando quindi con jx a , /z, le densità del fluido corrispon- 
denti ai volumi V e K(1 + a«)i abbiamo 

P, _ 1 

Mo 1 +• a»’ 

Ora reslando la stessa temperatura di gradi n, se si fa crescere la pressione 
da ■#' a ®', e con ;z s’ indichi la densità corrispondente a questa ultima pres- 
sione , si ha 

or « «'/* w' . . 

— = — , donde tsr = = — f*(-t + un) j 

•se' /*, Pi Po 

. ■ss' ' 

e facendo —i il rapporto — , otterremo . • 

■af = ip( 1 + an). . . (5). 


CAPO II. 

dell’ equilibrio dei liquidi gravi ed omogenei. 

384. Il piano XOY si supponga orizzontale , e 1* asse OZ verticale e di- 
retto da sopra in sotto secondo la direzione della gravità g ; supponéndo poi 
le particelle di un liquido qualunque animale da questa sola forza, avremo 

X»0, F=0; Z.= j; . ‘ 

e quindi (376 : (1)) 

d& = gpdz . . . (6). 

Se la pressione esterna o è nulla o 6 da per tutto la stessa , sarà relativamente 
alla superficie del liquido equilibrato d«r = 0, e perciò dz = 0 ovvero 
* = costante , quella superficie cioè sarà piana ed orizzontale. 

Supponiamo /z costante, ossia il liquido omogeneo, avremo dalla (6) 

ur = gfxz + C. 

Trasportando il piano orizzontale XOY in quella superficie del liquido nella 
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quale la pressione è costante , rispetto a questa superficie si avrà z = 0 , e 
conseguentemente In costante C non altro ci dinoterà che la pressione esterna 
contro l’area = 1 in tutti i sensi ugualmente diffusa per il liquido (*). 

385. Possiamo ora agevolmente intorno alle pressioni dei liquidi gravi 
ed omogenei , allorché questi stanno in equilibrio dentro dei vasi , stabilire 
i teoremi seguenti. 

1. ° Se si dinoti con lì la pressione contro di un'area orizzontale A im- 
mersa dentro di un liquido fiuo ad una profondità = t , si avrà 

n = Avi = A(gptz + C). 

2. ° Se C= 0 , cioè se la pressione esterna è nulla , sarà 11 equivalente 
al peso di un prisma la cui base sia =A e l’altezza = z , e sia la densità la 
stessa che quella del liquido. 

3. ° Rappresentando A il fondo orizzontale del vaso , e perciò z indi- 
cando l’altezza del vaso stesso ; siccome II in niun modo dipende dalla figura 
del vaso , per tal ragione ritenendo gli stessi valori di vi e z, si avrà la me- 
desima pressione contro il fondo del vaso ancorché questo varii tanto in 
figura che in capacità. 

Di qoi apparisce come una sottile colonna liquida dilatandosi in ampia 
falda sopra di una base molto estesa , possa esercitare una enorme pressione 
di gran lunga superiore al suo peso. 

4. ° Supponiamo ora che l’area A immersa dentro del liquido resti iu 
una posizione obbliqua all’ orizzonte. Dividendola in più aree infinitesime 
a, a' , a",.... le cui distanze dalla superficie superiore del liquido sieno 
rispettivamente z, z' , z" , ì dinotando con II' la pressione totale, e 


(*) Da molti autori si ammette come un risultato della esperienza questa proprietà 
dei fluidi , di trasmettere cioè le pressioni in tutti i sensi ed ugualmente. Così se una 
certa quantità di fluido equilibralo sotto 1‘azioae di forze qualunque riempie esattamente 
un vaso chiuso da tutte le parli , allorché con uno stantuffo si esercita sopra una por- 
zione della sua superficie una pressione qualunque , questa è trasmessa con la medesima 
intensità sopra ogni porzione equivalente della superficie delle pareti del vaso , iu guisa 
che sopra due parli disuguali la pressione è in ragione diretta delle loro aree, purché 
queste superfìcie sieno piane ; nel caso delle superficie curve ciò non ha luogo che per 
le porzioni infinitesime. Siffatta proprietà non è relativa soltanto alle pressioni esercitate 
sulle pareti del vaso ma ancora alle pressioni che hauuo luogo nell’interno dei fluido. 
Imperocché l'equilibrio uon sarebbe turbato e gli sforzi resterebbero i medesimi ae ti 
supponesse che in una parte qualunque del liquido tutti i punti fossero invariabilmente 
connessi e costituissero un corpo solido. Risulta da siffatta considerazione che in un 
punto qualunque dell’ interno del fluido ed in una direzione qualunque può sempre 
supporsi una parete solida; per conseguenza la pressione esercitata sopra un elemento 

S iano di questa parete proveniente da un’altra pressione esercitala sulla superfìcie del 
uido, sarà uguale a questa prima pressione per una estensione equivalente. 

Dal dello fluori potrebbe a guisa di corollario dedursi ciò che si è dimostrato so- 
pra (3^6), che cioè in un qualsivoglia punto del fluido, la pressione è la stessa qualun- 
que sia la direzione dell'elemento della superfìcie sul quale essa si esercita. 
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con *, rappresentando la perpendicolare condotta dal'centro di gravità del- 
l’area A sul piano XOY ; sarà (24.26.72.376) 

IT = aCg/xz -f €) + a'(gfzz' -j- C) + a"(jpu" 4 . C) + . . . = 
zj=gn(a* + a'z' + a"*" -+■ . . . ) 4 . (7 (a -f a' + a" -f- . . . ) = 
— g/zx.A + CA = C). 

Quindi se il centro di gravità resta immerso nel liquido alla medesima pro- 
fondità, comunque intorno ad esso si faccia girare l’area A, la pressione II' 
non varierà. E qui si noti che l’area A può benissimo esprimere una qua- 
lunque porzione della interna superficie del vaso. 

5.° Sicno x , , ij, , a, le coordinate del centro di gravità dell’area A, e 
«, £ le coordinate del punto di quest’area per dove passa la risultante 
di tutte le pressioni esercitate sopra ciascuno dei suoi elementi a, 0 ', a",... ; 
saranno (26.72) 

H,.ax(gi*z C) gifè.axz -\-CAx, 

2.a(gpz -t- C) A(gpz,+C) ’ 

%.ay(gns + C) gp tS . ayz + CAg, 

2.a(gf*z-f-C) A(gixz, + C) * 

2.oz(gpts C) gptS-as 1 + CAz, 

2-a(gp« -fC) A(gnt, -)- C) 

E questo è quel punto cbe i Meccanici chiamano centro di pressione. Riesce 
poi facile il dimostrare che un tal centro si trova in una situazione piò 
bassa che il centro di gravità dell’area A. Infatti conducendo per questo 
ultimo nel piano dell’area A una retta orizzontale, questa dividerà l’area 
io due parti i cui momenti rispetto alla medesima retta saranno uguali. Ma 
le pressioni esercitale sulla parte della superficie situata al di sotto di questa 
linea daranno per rapporto ad essa un momento maggiore che le pressioni 
esercitale contro la parte superiore ; poiché immaginando la superficie to- 
tale divisa in elementi uguali , le pressioni esercitate contro ciascuno degli 
elementi della parte inferiore saranno maggiori delle più grandi pressioni 
che hanno luogo contro gli elementi della parte superiore. Or se si suppo- 
nessero tutte le pressioni della parte superiore uguali alla più grande tra 
loro, che è quella che si riferisce ai punti situati sopra la orizzontale con- 
dotta pel centro di gravità, e tutte le pressioni della parte inferiore uguali 
alla più piccola Ira loro , la quale pure si riferisce ai punti situati sopra la 
medesima orizzontale, le somme dei momenti sarebbero uguali. Aduoque 
prendendole tali quali sono, la somma dei momenti, ossia il momento risul- 
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tante sarà più grande per le pressioni che hanno luogo nella parie inferiore; 
adunque il centro di tutte le pressioni esercitale sopra l’area A dorrà tro- 
varsi al di sotto della orizzontale condotta pel suo centro di gravità , e 
quindi ec. 

6. ® Se la pressione esterna é nulla si avranno (2.°) per le coordinate 
del centro di pressione 

S.axz Zs.ayz y S.ax 1 

« = — ’ "“IT"' ^ = ~’ 

7. * Consideriamo in particolare il caso di un trapezio le cui basi sieno 
orizzontali. È chiaro che il ceotro di pressione di quest’area è situalo sopra 
la retta che congiunge i punti di mezzo delle due basi , e che per tal ragione 
basterà conoscere una sola delle tre coordinate di questo punto , per esem- 
pio la sola £. A tal fine dividiamo il trapezio in elementi infinitesimi con- 
ducendo delle rette parallele alle basi ; la somma 2.az 3 si otterrà moltipli- 
cando l’area di ciascuno di questi elementi pel corrispondente valore di z 3 , 
e prendendo la somma di questi prodotti in tutta la estensione del trapezio. 
Sia b la base superiore del trapezio , b' la base inferiore , h la sua altezza, u 
la distanza di uno qualunque degli clementi dalla base superiore , c la di- 
stanza di questa base dal livello del liquido , e y l’angolo che il piano del 
trapezio fa col piano orizzontale. L’area di un elemento qualunque verrà 
espressa per 

/, b' — b 

( 4+ — 

ed insieme si avrà 

z = c -J- useny. 

Bisognerà dunque calcolare la foratola 

J h , / b'—b 

^(c-f ussny) fà-f — - — u 

e dividere il risultato per Ai, , ovvero per 

^(6 + &')(c + u,*«ny), 

dove u, esprime la distanza del centro di gravità del trapezio dalla base su- 
periore. Si conoscerà cosi £ ovvero c -|- vuny , dinotando con u la distanza 
del centro di pressione dei trapezio dalla base supcriore. 

Il valore di u determinerà la posizioue del centro di pressione del tra- 
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pei io più comodamente clic Eseguendo i calcoli indicati si troverà (*) 

- , 2 6(6 4. 26')c -f h \ò 4 W)seny 

~6(6 + 6')c+26(6 +~26')je»y 

Se ai ha c = 0 , se cioè la hase superiore è posta a livello del liquido, 
si avrà ‘ : 

h 6+36' . 

U— 26 + 26'* 


In questo caso il centro di pressione è indipendente dalla inclinazione del 
piano del trapezio all’ orizzonto. Se nel medesimo tempo che e =.0 si sup- 
ponga 6 = 0; ovvero 6' = 0, si avrà nel primo raso 


e nel secondo 




Il trapezio in (ale ipotesi si riduce ad un triangolo; nel primo caso il suo 
vertice è a fior d'acqua , e nel secondo vi é la sua base. Finalmente , sup- 
ponendo sempre c = 0, sia 6 = 6', l’area A prenderà la forma di un pa- 
rallelogrammo, e si troverà 


26 



(*) Per agevolare quelli calcoli accennerò le cose seguenti. Abbiamo 
J* (c+uieny)'^b+ l ^-j-^ii'jdii== , ~{b+b')c' + ^ (6+24')cseny + — (i+36')«m’y ; 
h 6+24' 

inoltre essendo (74 ; 2.°) */,=: - . — ■ — , sarà 

, 3 

^(4 + 6')(c + u,aen y)=^(6 + 4')c + (6+ ‘2b l )scny. 

Dividendo il primo valore pel secondo verrà 


(=c +oseny= 


^(6 + 6')c* +^-(6 + 24')cseoy +^(6q-34';{f«V - • 


^(6+6')c + ^(4 + 26')se/iy 


donde si ricaverà il valore di o come qui sopra, 
rifece. 


45 
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386. Diciamo ora dell’equilibrio dei liquidi con i corpi solidi immersi., 
lo un punto (x, y , z) della superficie del solido immerso si prenda un’area 
infinitesima k , e presso i punti (x A ,y, *) , (x , i /„,*), (x , y , s„ ) le aree 
infinitesime k 0 , k 0 ' , k 0 " ; e sia A la proiezione dell’area k 0 nel piano YOZ , 
h' la proiezione dell’ area k 0 ' nel piano XOZ , h" la proiezione dell’ area k 0 " 
nel piano XOY ; supponiamo poi ebe queste proiezioni h , h 1 , h'f coincidano 
con le proiezioni dell’area k negli stessi piani. Le quantità 

Kgn- + C) , k 0 (gt*z -f C) , k 0 '(gfxz + C) , k B "(gnz 0 -f- C) 

esprimeranno le pressioni normali esercitate dal liquido contro le aree k , 
k u , k 0 \ l; 0 ". Risolvendo la prima in tre parallele agli assi , si avranno per 
le espressioni di queste tre forze componenti le formole 

* * . • l . 

^ + C )>j Km s + c ) , y Kw* + 

■% 

Facendo una .simile decomposizione delle altre Ire pressioni , la seconda darà 
per la componente parallela ad OX 

— £ k„(gnz + C ) , 

*0 

la terza per la componente parallela ad OY somministrerà 

— F 7 * 0 ^ + C ) » 

e la quarta per la componente parallela ad OZ porgerà 

h" . _ 

+.Q* 

«o 

Poste queste cose , ognun vede che distruggendosi le pressioni orizzontali , 
l’area k è spinta all’ in su verticalmente con una forza =h"g/j.(t — z 0 ). 
Quindi si dedace che lutto il solido immerso nel liquido é sollecitato ad a- 
scendere verticalmente da forze parallele , e che queste forze hanno una 
risultante che è equivalente al peso del liquido spostalo e passa per quel 
punto dove si trovava il centro di gravità di questo medesimo liquido. 

L’ islesso potrebbe conclriudersi col seguente semplicissimo ragionamen- 
to. In un liquido equilibrato fingiamo che una porzione qualunque venga a 
congelarsi. L’ equilibrio non verrà punto turbato. Adunque la risultante 
delle pressioni del liquido eontro la superficie -della massa congelata sarà 
uguale ed opposta al peso di un pari volume del liquido. Ma le pressioni del 
liquido contro la massa congelata sono le stesse che contro qualunque altro 
solido che si ponesse in suo luogo. Adunque la risultante delle pressioni del 
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liquido contro un solido immerso è uguale cd opposta al peso di un pari 
volume dello stesso liquido,, ossia al peso della massa liquida spostata dal 

corno -■ 

387. Rappresentiamo ora con V e p' il volume e la densità del solido 
immerso, e con V il volume del liquido spostato , il peso che rimane arso- 
lido sarà 

• • g (vy-r rì-. 

dove nei solidi eterogenei p 1 dinota la densità media. 

Quindi 1.° Se p‘ > p , non potendo essere mai V > V , sarà sempre 

yipf yp > 0-; e perciò il solido discenderà sino al fondo in qualunqne 

luogo del liquido si collochi. Se si colloca nella superficie del liquido, su- 
bito che sarà tutto immerso, si avrà V = V' ; e conseguentemente seguiterà 

g V'f fi 1 — («) 

il solido a discendere con una forza aCceleralrice = , = 

' . . ’’ t* 




Pesando poi il corpo nel vuoto c nel liquido ,.si otterrà 

facilmente il rapporto delle densità /a' , p\ infatti chiamando P eP 1 i due 
diversi pesi del corpo , saranno 

P = gV'p' , P' = g(V'p'~ Vp), e F=F',' 


donde 

• P P K _ y , P 

J>~p' — p' * iA~P — P r 

2. ° Se pi = p , sarà Vp.' — Vp > 0 sino a tanto che V > V ; il so- 
lido cioè collocato sopra la superficie del liquido discenderà fino al punto 
che sia tutto nel medesimo liquido immerso; ed allorché ciò si verifica , an- 
nullandosi V'p ' . — Vp , si rimarrebbe, io equilibrio se non fosse tuttavia 
sospinto dalla forza acquistata nel discendere prima della totale immersione. 
Inoltre per I’ equilibrio si richiederebbe che i centri di gravità del solido e 
del liquido rimosso si trovassero nella medesima verticale. 

3. ° Se finalmente si ha p' </«, sarà V'p ' — Ff*<0 sino a tanto che 

V'u 1 V'u' 

V > ; ed allorché si farà V = , si avrà V'p' — V r p — 0. Adun- 

P P 

que il solido collocato dentro del liquido salirà fino alla superficie di questo 
stesso liquido; ivi giunto si rimarrà a galla , e sarà il volume I della parte 
immersa all’ intiero volume V come p' : p. E qui pure perchè il solido si 
equilibri nel fluido richiedesi che il suo centro di gravità e quello del liquido 
spostalo cadano nella medesima retta verticale. 

388. Pertanto si comprende che la posizione dell’equilibrio di un so- 
lido che si rimane a galla sopra’ la superficie- del liquido sarà determinata 
ogni qual volta si sappia secare il solido con un piano in guisa che il volume 
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di una dulie parti stia sdì' iutiero volume come fi' : p , e questi volumi, ab- 
biano i loro centri di gravità nella medesima retta normale al piauo secante . 

Voglia per esempio determinarsi la posizione dell’equilibrio in un pria- 
ma triangolare retto , il quaJe debba immergersi in modo che le sue basi 
sieno verticali , ed una delle facce, per esempio BC(/*0. /s5.*) reati tutta 
al di fuori del liquido. Ogoun vede che la direzione del piano secaste non 
dipende dalla distanza scambievole delle basi , e che perciò basterà determi- 
nare la intersezione DE di quel piano con una di queste basi , per esempio 
ABC. Rappresentando eoo a' , a" i lati AB , AC del dato triangolo ABC > e 
con ®' , x" i lati incogniti AD *. AE del triangolo ADE , le aree di questi 
triangoli si esprimeranno rispettivamente per 

. , ~a'a"sen A, ^ajV'senA.' 

, 2 2 

Ma l’area ABC sta all’area ADE come tutto il prispia sta alla parte immer- 
sa ; adunque . 

• ^-<o'a>"stn\ : —a'a"se «A = fi' : fi , 

a- Z 

donde immediatamente ricavasi 

«'»" =^a'a"... (7). 

Ora secato per metà in II il lato BC , si conduca la retta AH ; e presa 
2 • 

AM = - AH , il. centro di gravità del triangolo ABC sarà in M : similmente 

«J 

2 

diviso il lato DE per metà in H' , e presa AN = — AH’ , sarà N il centro 

•J 

di' gravità del triangolo ADE. E perchè si ha AM : AH= AN :-AH' t perciò 
MN ed HH' saranno parallele fra loro: ma nel caso dell’equilibrio la retta 
MN , che congiunge i centri di gravità M ed N è perpendicolare alla retta 
DE; adunque IDI' sarà pure perpendicolare alla stessa DE. Quindi DH=HE. 
Vicendevolmente se DlI>=:ItE, sarà UH' e- conseguentemente MN perpen- 
dicolare alla retta DE : la condizione cioè necessaria e sufficiente perchè la 
rotta elle congiunge i centri di gravità M ed Naia perpendicolare alta retta 
DE riducasi alla scambievole uguaglianza dello rette DH, HE. Posto ciò, si 
dinotino con jS'., fi" gli angoli DAI! , BAH , e con b la retta AH ; i trian- 
goli ADII , A11E daranno 

(DH) 1 =«” + b 1 — Ix'bcosfi ' , (HE)’ = + 6* — 2x"bcotfi" : 

e perciò la succentiala condizione si esprimerà con la seguente equazione 
®' 2 — 2x'bcotfi' — a.” 1 — 2a>"6 cotfi" . • • (8). 
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Dall* due equazioni (7), (8) ** dedurranno dunque i talari a>' ed ao" dai 
quali dipende la posizione della intersezione DE. Eliminando da esse co" si 
otterrà • ' * 

®' 4 — 2as ll bcos8’ +2®' — ba'a" co$fi" • — •'*•"* = 0. 

#» ' /« 


Questa equazione tia necessariamente éne radici reali, una positiva, e l’altra 
negativa la quale per nulla si riferisce al problema cbe ci abbiamo proposto 
di sciogliere. Se le due altre radici sono reali , la regola dei segai del signor 
Descartes dimostra cbe esse sono positive; si. possouo dunque avere al più 
tre diverse posizioni di equilibrio per le quali il vertice A sarebbe immerso ; 
e ciò avrà luogo se i tre valori reali di ®' Sono piò piccoli di a", e danno 
per co" valori più piccoli cbe a'. 

Che se si volesse determinare la posizione dell’equilibrio nello stesso 
prisma allorquando s’immerge in modo cbe i punti B, C restino sotto la su- 
perfìcie DE del liquido , si avrebbe la proporzione 

BCDE : ABC = p' : t* , donde ADE : ABC = p — p’\p, 

ossia 

1 1 

-«V'senA.: -a'a"»«nX = pr- p' : pt, 

A A 

conseguentemente 



Il centro poi di gravità del Iriaogolo ABC si trova nella retta cbe congiuoge 
i centri di gravità delle porti ADE, BCDE. Ma per l’ equilibrio ABC e BCDE 
debbono avere i loro centri di gravità situati nella medesima retta normale 
alla DE; adunque anche qui MN sarà perpendicolare alfa DE, c di nuovo 
si otterrà la equazione (8) : in questo secondo caso cioè si troveranno i va- 
lori to’ ed ®" mediante le due equazioni (8) e (9), e la equazione in co' sarà 


— 2®' J 6cos0' + 2®'0 — ^0 èa'a"cosj3" — 0—^0 \°a ,n = 0. 

389. Se il triangolo ABC è isoscele facendo BC = c si ha 

à c 1 4o n — c 1 

a' = a", cotf)' = co* fi" = — , 6’^a' 1 — -= — , 

o 4 4 


e le equazioni (7) e (8) diventeranno 

a' 2 6 1 

®V'— — a' 1 , ®’ 3 — a>" 3 - -(®* — ®") = 0. 

P a 
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La seconda di queste equazioni resta soddisfatta co! supporre a>' «"=^0 

■ h • ' ' 

ossia a>'= n>" = a' W — e sopprimendo nella medesima il fattore <»’ »" 

resta a trovare le soluzioni delle due seguenti 


<bV'= — a' 1 , d>' + <»" =——• 
t* . a' 

I valori di »' cd a>" saranno dunque dati per mezzo di una medesima equa- 
zione di secondo grado , la quale sarà 

26 1 a' 4a' J e 1 u' 

a> r &' + — a'*= 0 , ovvero ss” -4- ~ a 12 = 0 

. “ 2a' n 

Le radici di questa equazione risulteranno immaginarie , se si ha 

16a ix ■ ix \ 4a '*/ 

Esse saranno uguàli se 

f* V 4a'V ’ 

e si avrà ancora a>' = «'' in guisa che questa soluzione deve coincidere con 

la prima. Infatti si trova a>'~ — , o perchè si ha —=( 1 — ^ 

a! ’ r ix \ Aa n J o'’ 

si otterrà è 1 =s donde «' =o'y/— come nella prima soluzio- 

ne. Finalmente se si ha 




le due radici saranno reali e positive; esse adunque offrono due posizioni di 
equilibrio se riescono miiiori di a'. 

La equazione relativa al caso in- cui i vertici B, C sono immersi nel li- 
ft' (X 1 

quido si otterrà cangiando — in 1 nella precedente, e sarà 

4a' 3 — c 1 




la quale darebbe luogo ad una discussione analoga alla già fatta pei caso in 
«ui il vertice A è immerso nel liquido. 
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390. Se il triangolo ABC è eqailatero si ha c = a', « sarà 


3a 

,.1» 


— «' +^-o' 1 = 0, 


ovvero 


a»' 1 — ~^a ,;, = 0, • • 

secondo che il vertice A, o i vertici B, C sono immersi nel liquido. Le ra- 
dici della prima sono 




fi? 9 / fjJ ' 

le quali sono reali so si ha — < — , e minori di o' se \f 9 — 16 — < 1 , 
/z lo » fi 

/ir’ 1 • • ; 

ovvero — >— . Vi saranno adunque Ire posizioni di equilibrio per le quali 

... p' •{ 

il vertice A è immerso nel liquido se il rapporto — è compreso Ira — ed 

fi ' 2 

^ 4- — . La seconda equazione ha per radici . . 

a io 


3a' a' . / ~u-' 


fi' 7 

le quali saranno reali se si ha — > — , e minori di a' se 


v/ 16— — 1 

ti 




fJL i ........ 

ovvero — •<— .Si avranno quindi tre posizioni di equilibrio per le quali i 

^ /z' 1 f , 1 

vertici B , C sono immersi nel liquido se — è compreso tra - — — ed — . 

fi l lo l 

391. Determinala la posizione dell’ equilibrio resta a vedere se l’equi- 
librio è stabile ovvero installile. L'equilibrio di un corpo galleggiante si 
dice stabile o instabile secondo che il corpo tende a rimettersi neHa primiera 
sua posizione ovvero ad allontanarsene allorché di pochissimo- venga dalla 
medesima spostato. Suppongasi che il solido galleggiante Sia tale che possa 
secarsi da un piano verticale AB (fig. m6." ) in due parti del tutto simme- 
triche tanto per rispetto alla forma quanto per rispetto alla densità , e nel 
caso dell’equilibrio sla HK la intersezione del piano AB col- piano orizzon- 
tale che rappresenta la superficie del liquido. I centri di gravità M ed N del 
solido galleggiante e del fluido rimosso si troveranno entrambi nel piano AB 
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sopra la medesima verticale CD; se il solide è omogeneo starà N al di sodo 
di M , e se è eterogeneo potrà M trovarsi o al di sótto o al di sopra di N. 
Ciò premesso , si farcia prendere ai solido una minima rotazione intorno ad 
nn asse perpendicolare al piano AB , e cosi si rimuova dalla posizione del- 
l’equilibrio; si supponga però che, rappresentando con H'K'. la nuova in- 
tersezione del piano AB con la superficie del liquido, il segmento del solido 
che corrisponde all’ angolo KiK’ , sia costantemente ugnale al segmento cor- 
rispondente all’angolo HiH'. Per siffatta guisa non variando il volume del 
liquido rimosso resterà gV'i*' = gVp\ e però il solido lasciato a se stesso 
senza velocità iniziale si muovcrà intorno al centro immòbile M (275). 

Ora se dal punto N', dove spostato il solido dalla posizione dell’equili- 
brio si trova il centro di gravità del liquido rimosso , si conduca la verti- 
cale N'R che incontri la retta CD in R; questo incontro o avverrà al di so- 
pra di M, o al di sotto, o nello stesse punto M. Nel primo caso la forza gVp. 
agendo da sotto in sopra nella direzione di N’B manifestamente si sforzerà 
a far riprendere alla CD la direzione verticale, conseguentemente l’equili- 
brio , sarà stabile. Nel secondo caso la stessa forza g Vp farà che CD mag- 
giormente si scosti dalla direzione verticale, c quindi J’ equilibrio sarà in- 
stabile. Finalmente nel terzo caso nella nuova posizione anche avrà luogo 
l’ equilibrio. 

392. Diamo termine q questo capo col soggiungere poche cose intorno 
all’ equilibrio dei liquidi nei tubi o vasi comunicanti. Tubi comunicanti di- 
consi quelli che talmente sono congiunti fra loro che dall’uno possa il liquido 
passare nell’ altro. Ora supponiamo che in uno di essi sia contenuto un li- 
quido omogeneo la cui densità sia p , c nell’altro un liquido anche omoge- 
neo la coi densità sia p' \ esprimano noi z e z -f- z' le distanze di un punto 
qualunque della superficie comune ad ambedue i liquidi dalle superficie su- 
periori di questi stessi liquidi. Allorché essi staranno in equilibrio, si avrà 
(384) 

gpz + C— gp\z -f *') + C'. 


Quindi agevolmente si dedurrà 1." se in ambedue i tubi comunicanti 
si contiene lo stesso liquido in guisa che sia p = y t' , sarà 


gpz = gp'z , e perciò z' 




risulterà dunque a' = 0 , ovvero z' > 0 secondo che C’z=C', ovvero 
C' : nella ipotesi cioè in cui ci troviamo tl liquido tolto esterne pressioni 
ed uguali si manterrà nell’ uno « nell' altro vaso oli’ islesso livello , cioè ugual- 
mente allo ; ma sotto esterne pressioni e disuguali salirà più allo in quello in 
cui la pressione è minore. 

2.° Se p nou ò uguale a p' , cioè se i liquidi sono eterogenei e C = C', 
si avrà 


f « — f*'(* + *') , 
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dei 

donde si ricavi» la proporzione - ' 

s : z + z' ¥= /*' :"ft ; 

e conspguenleraente le aliene di diversi liquidi nei lubi comunicanti saranno 
reciprocarne nle 'come te loro densità. ■ " 


CAPO HI. 

dbll’ equilibrio dei fluidi elastici cibavi : del metodo di misurare 

LB ALTEZZE MEDIANTE JL BAROMETRO: BEL . PESO E DELLA DENSITÀ* 
DEI VAPORI. 


393. Ritenendo, come ai principio del capo precedente, il piano XOY 
orizzontale e T asse OZ verticale c diretto da sopra iu sotto secondo la di-, 
rezionc della gravità g , anche qui avrà luogo la equazione (G). Dividendo 

. 'U, 

questa equazione per l’altra ar = ~ che iuiuiedialauieute si ricava dalla 


equazione (4), otterremo v 



Ma la stessa equazione (4) iCOiuhinala con la (5) porge 


Adunque sarà 


dar 


1 _ 

x ni + a«i) 

■ydz 


(10). 


'35' 1 * -j“ un) 

Ora prendendo i logaritmi nella ipotesi della base =10, si fu 


dl{x) — — Z(é) =• — 1(2, 718281 828 . . .) = 0, 4342944 — 


' GP 


X 


e conseguentemente , 

' dx dl(x) 

x 0,4342945' . 


Per la qual cosa indicando con *•„ la pressione presso il puntola:, y ,0) , 
nella supposizione che la temperatura sia costante, la formula (IO) somini- 
Sltcc. 46 
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lustrerà . , 

'• ; ( g )'~ ' r- . 

0,4342945 . tfl + a»)‘‘ " ' 

394. Rispetto ad un punto (<r, y , — s) situato sopra ii piano orizzou- 
tale XOY, la formula (tl) darà 


l(*t) — 5 : 

0,4342945. f(l -f- an) 1 

ovvero 

*(<*») ~ Afe) _ g- 
0,4342945 — i( 1 -fa») ’ 


donde si dedurrà il valore di ; espresso come segue 


i( l -fan) /*.\ 

.0,4342945;/ V*/ 



Serve questo valore a misurare una qoalunqufe altezza z sopra il piano XOY 
allorché si ronoscono le pressioni «■„ , « dell’ atmosfera nell’ inf j pio e nel 
supremo punto dell'altezza medesima '(*). 

Si notino pertanto le cose seguenti: l.° sotto la temperatura =0, e 
l’altezza barometrica del mercurio =2,33958 piedi, alla latitudine geo- 
grafica = 48° 50' 14", nella quale lo gravità = 30,4959 piedi , i signori 
ìiiot ed Arago trovarono che la densità del mercurio sta alla densità p 0 del- 
1’ aria , come 10467 1 ; adunque la corrispondente pressione «' sarà 

( 384: (6)) 

■ar' = 30, 1959 X 10467//, X 2,33958, 
e quindi (383) ' 

f = — = 30, 1 959 X 1 0467 X 2, 33958 = 30, 1 959 X 24488, 38386. 

M o -* - * * y ■ • • * * • : 


2.° Allorché si sale dalla superficie della terra verso le alfe cime dei 
monti , quanto più alto ai ascende tanto minore si sperimenta la tempera- 
tura ; ma s’ ignora con qual legge si faccia una tale diminuzione : peraltro 
indicando con r„ e r le temperature Dell’ infimo e nej supremo punto del— 


(*) Intendiamo qui di parlare delle altezze ordinarie , polendosi solamente ncl- 
l’ intervallo di queste supporre costante la gravità. Per le altezze assai grandi si dovrebbe 
la gravita considerare come una lorza che varia in ragione inversa del quadrato della di- 
stanza dal centro della terrà , e. però non avrebbe più luogo la forinola (12). 
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l'altezza z che ai vaole misurare , suole prendersi 

TÌ + r 


e si suppone che questa temperatura media sia costante per tutto l’ intervallo 
dell’altezza z, 

3.° Ad ogni grado di diminuzione della temperatura il mercurio si 

condensa dj — — adunque chiamando M„, SI le densità del mercurio cor- 
5550 

rispondenti alle temperature. t 0 ', t' che hanno luogo oell’ infimo e nel su- 
premo punto dell’altezza , sarà 


t 


v — r 

5550 


M , donde M. 




V — r 

5550 


Il mercurio che si trova nel tubo del barometro spesse volte non ha tempo 
di prendere la temperatura dell’aria ambiente; quindi lo temperature t„', t' 
sogliono definirsi per mezze di un particolare termometro ebe trovasi an- 
nesso al barometro, mentre le altre t 0 , r si determinano per via del termo- 
metro che non comunica col barometro. 

4.° Se h 0 ed h esprimono le altezze barometriche nell’ infimo e nel su- 
premo punto dell’altezza z , saranno (384) 


«■„ — gM 0 h 0 , or = g.Wh = - 


gifj* 


» 


1 


5550 


e conseguentemente risulterà 

*0 _K(. T »'- T V 

rss ■ h \ 5550 ) 

5.° Da un gran numero di esperienze istituite con l’aiuto dei pendoli si 
ricava che dinotando con g, la gravità uolla latitudine geografica di 45° , 
in una qualunque altra latitudine X sarà la gravità 

j = ( I — 0,002588cos2X). - 

Adunque (l.°) avremo 

30, 1959 = g,\\— 0,002588 eoi 2(48° 50' 14") j , . 
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donde si ricava * - - 


30,1959 

’ U ' ~ 1 — 0,002588eu#2(48“50' 14") ’ 

c quindi ’■ 

30, 1959(1 — 0,002588 cos2A) 

9 — 1 — 0, 002588 co» 2(48® 50' 14") ' 

G.° Si deduce dal dello finora che la forinola (12) ci darà l'altezza z 
espressa io piedi parigini nel modo seguente (383) 

24488, 38[1-0,002588 COJ 2(V8'’50'1 V')](l+0,00375^ì 
** 1- 0,002588 costo 0,4342945 ' 


395. Prendendo i logaritmi nel sistema della base e, ossia i logaritmi 
neperiani , la equazione (12) si ridurrà alla seguento 

.«( 1 +\m)„/*.V " • ' ' 

z = — /( — ). :ia.ì . ■ -j< ih'. 

. . • ■ . . 9 V'®’ J . < i> v 

Quindi si avranno 1 — 

• . . /, I • ■ ■ t,i . ; sii /fc 

!Ì Z 1/ ( ^oY !(..«) 

|(1 + ai») 1 \<nf ) ' « ’ 

’«M , . ,À,U.u ... 


Ai 

e conseguentemente risulterà 


«0 


t» 


Sostituendo questo valore nella formola (5) che si trova dimostrala nel nu 
mero 383 , e ricavandone poscia il corrispondente valore di /x , si avrà 



i(l + 


la qual formola ci darà la densità dell'aria ad un altezza z sul piano oriz- 
zontale XOY. . 

Ciò posto, dinotiamo con V‘ c con /*' il volume o la densità di un corpo 
immerso nell’aria, il quale sia speciCcamente più leggiero dell’aria stessa : 
un tal corpo sarà spinto ad ascenderò verticalmente cou forza acceleralnce 
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uguale a- • . ' * 

• *v • :.. v A t(i + a«)^ y -• 

Ouindi agevolmente si comprende che, rappresentando con V la densità 
media di un globo aerostatico , la saUtà verticale di un tal globo potrà de 
terminarsi mediante la equazione 

£l—L( — - f*'V . . ( 13 ). 

. , dt 1 ' 

f(l + • 

Infatti moltiplicando questa equazione per 2 ds, ed integrandola, avremo 


da’ 23 > , ... 

• = COSt. 7 ( — T f* 

di V 9 


*> ' 


Per determinare la costante si osserva che nella ipotesi che il globo ascenda 
senza velocità inaiale, a s — 0 corrisponderà ^ = °> e P erciò ,a costante 
8ar à — ^2. Adunque introducendo questo valore nella equazione superio- 
re , avremo 

A JLJ^±( i _r^V 2 s*--‘ ( ,4 )- 

di 1 fi' \ j 

Integrando di nuovo si avrebbe la relazione fra set. Intanto si noti 

che ponendo 0 , la formola (13) ci farà conoscere l’altezza * in cui 

.di . , 

8i ha = e supponendolo, la formola (14) ci somministrerà (a 

massima ascensione del globo. ..... • 

396. Per quel che riguarda il peso e la densità dei vapori , so e giunge- 

remo le cose seguenti. , , .. 

i.° Se io un vaso chiuso da per ogni dove si contiene tanto di liquido 

che basti a svolgersi in tanto di vapore quanto ne richiede la capacità del 
1 11 quantità di vapore che si svolgerà , arriverà .d un certo massimo 
dipendente solo dall’attuale temperatura; che è quanto diro , se la tempera- 
tura rimarrà costante , questo massimo sarà lo stesso aia il vaso vaotojli a ri 
o che contenga aria o un qualunque altro gas come w voglia addensalo o ra- 
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refatto : ma così nel caso che abbia luogo quel massimo come nel caso che 
non abbia luogo, di tanto si aumenterà la forza elastica dell’aria secca o 
del gas chiuso , quanta è la elasticità del vapore sviluppato. 

2.° Se il vapore acqueo considerato per so solo potesse senza essere 
trasformato in liquido equilibrare sotto una data temperatura una pressione 
uS che sotto la medesima temperatura equilibra l’aria secca, secondo Gay- 
Lussac starebbe la densità p' del vapore acqueo alla densità ^(dell’aria secca 
come 10;16; o però 



3.° Se rimanendo la stessa temperatura il vapore acqueo per se solo 
considerato equilibri di fatto la pressione us, , chiamando p, la densità del 
vapore , sarà (382) 


, . p'us, 10 or, 

& : us, = p' : p, , quindi p, = —p ; 

us lo sf 

e dinotando eoo P, P, i pesi dell'aria e del vapore sotto uguali volumi , 
si avrà s- ■ . 


p p, = P : P , 



P 


| 0 « 

16 us ' 


4.° Ora dal vaporo acqueo che equilibra la pressione us, e dall’aria 
secca riesca il volume V di aria vaporosa che equilibri la pressione ut , ed 
abbia la densità e; la massa di quest'aria sarà Ve; l’aria secca contenuta 
nell’aria vaporosa, siccome quella che equilibra la pressione (l.°) ut — or,, 


avrà (382) la densità 


p(uS — US,) 


. Adunque poiché il vapore acqueo pari- 

, , * io®* ■ » 

menti contenuto nell’aria vaporosa ha (3.°) la densità = — — • p ; perciò 

16 us 


US lo us 


donde si ricava 

u , 10 p . 3 

* = 5 < t '-*. + 76 "'> == 5 ( ” - 8 ”' ): 

cosi, per esempio, relativamente all’aria vaporosa in grado massimo sotto 
la temperatura =0, e l'altezza barometrica del mercurio =2,33958 pie- 
di , poiché la massima pressione equilibrata dal vapore acqueo sotto la tem- 
peratura =0 corrisponde all’altezza barometrica del mercurio =0,015638 
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piedi, saranno (394 : -I.*) . . 

« = *'<= 10467*i o X 2,33958 Xsr, «\ = 1 0467^0 X 0,015638 X g, 
e quindi, dinotando con f„ il corrispondente valore di e, 

j*o (2,33958 — 0,0 1 5638) 

• Po ( 3 \ o . 


2,33958 


= 0,997495*,. 


Adunque il rapporto tra la densità dell’aria vaporosa in grado massimo e 
la densità dell’aria secca nella ipotesi della temperatura = 0 e della pres- 
sione corrispondente all’altezza barometrica del mercurio —2,33958 piè- 
di , sarà ' 

— = 0,997495. 

• • . , • Po -• 

5.* Il valore di i già trovalo (394 : l. tf ) si riferisce all’aria scora ; ma 
relativamente all’aria vaporosa in grado massimo sarà- 

' , «•' ' 30,1959 X 10467 X 2,33958 

.... 0,997495 0,997495... 


CAPO IV. 

IIEUS TStlim. ... 

397. Possono le trombe dividersi in tre classi distinte secondo là ma- 
niera con la quale lo stantuffo agisce per fare ascendere l’acqua. La prima 
comprendo le trombe aspiranti ; la seconda le trombe prementi; e la terza le 
trombe aspiranti e prementi. ... - _ .... 

Nella tromba aspirante (fig. 127 ') allo stantuffo A si da un movimento 
alternativo in viriti del quale esso si alza 0 sj abbassa nel corpo di tromba B 
che comunica per mezzo di un tubo C col serbatoio donde si vuole elevare 
l’acqua. Una valvola D trovasi stabilita alla estremità superiore del tubo C, 
e si apre dal basso in allo, lor stantuffo d’ altra parte è forato in uno o due 
luoghi , e le aperture sono ugualmente munite di valvole. Verso 1 alto del 
corpo di tromba esiste un cannello laterale E pel quale esce 1 acqua che la 
macchina fa salire. - t ' 

Supponiamo che la macchina agisce, e vediamo in qual modo può 1 ac- 
qua innalzarsi mediante il moto alternativo che si fa prendere allo stantuffo. 
Allorché questo si dova, le valvole delle quali è munito si chiudono , e la 
comunicazione tra la parte superiore e la parte inferiore del corpo di tromba 
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trovasi interrotta. Lo stantuffo adunque tende a produrre un vuoto sotto di 
se , e fa per conseguenza salire l'acqua per aspirazione in modo che questa 
resti sempre a contatto con la Sua faccia inferiore. Nel medesimo tempo esso 
eleva l’acqua che si rallrova al di sopra della sua faccia supcriore, e la fa 
uscire pel cannello E. Durante il movimento ascendente dello stantuffo la 
valvola D resta costantemente aperta. Se in seguito lo stantuffo si abbassa , 
l’acqua che si é elevata nel corpo di tromba tende di nuovo a scendere nel 
tubo C di aspirazione; ma la valvola D si chiude, e l’acqua non trovando 
più uscita da questa parte , apre le valvole dello stantuffo , c traversandolo 
passa al di sopra del medesimo. Un nuovo movimento ascendente dello stan- 
tuffo fa uscire pel cannello E la massa dell'acqua che per siffatta guisa viene 
a collocarsi al di sopra della sna faccia superiore ; nel medesimo tempo una 
nuova quantità di acqua sale nel corpo di tromba per aspirazione , e cosi di 
seguito. 

Se noi esaminiamo ciò che avviene dorante il movimento discendente 
dello stantuffo, osservercmojche essendo lo sue valvole aperte, il liquido che 
è situato al di sotto del medesimo comunica liberamente con quello che si 
ratlrova al di sopra; e conseguentemente le pressióni che lo stanluilo pruova 
dall’ una parte e dall’altra debbono essere sensibilmente uguali fra loro. Se 
havvi' qualche piccola differenza fra queste due pressioni, ciò avviene per- 
chè le due facce dello stantuffo non si trovano alla medesima altezza , ed 
ancora perchè il liquido nell’ attraversare lé aperture falle nello stantuffo 
pruova sempre qualche poco di difficoltà , a diminuire la quale si procura 
sempre di fare tali aperture larghe tanto quanto è possibile. Può dunque ri- 
guardarsi lo stantuffo , il cui peso d’ altronde agisce in senso contrario della 
risultante delle pressioni delle quali si è parlato qui sopra , coinè se non 
avesse a vincere alcuna resislenza^ollorchè. percorre il corpo di tromba dal- 
l’alto in basso. Ma non accade lo stesso ailorchè-lo stantuffo si eleva; in tal 
caso esso pruova sulle due sue facce, superiore ed inferiore, pressioni assai 
diverse. Sulla faccia superiore dello stantuffo agisce la pressione atmosfèrica 
accresciuta del peso della colonna liquida che gli sta sopra ; e sulla faccia 
infériore al contrario agisce la pressione atmosferica diminuita del peso di 
una colonna di acqua che ha questa faccia per base , c per altezza la distanza 
verticale della medesima faccia dalla superficie libera dell’acqua che è nel 
serbatoio dal qnale l’acqua si eleva mediante la tromba. Adunque la diffe- 
renza delle pressioni che soffre lo stantuffo sulle due facce allorché ascende, 
può considerarsi come uguale al peso, di un cilindro di acqua avente per 
base la superfìcie dello stantuffo e per altezza la distanza verticale del can- 
nello E dal livello dell’acqua nel serbatoio donde l’acqua è attinta. 

£ chiaro poi che per ottenere il fine d’ innalzare le acque ad una data 
altezza, che è quello che s’intende con questa macchiua , fa d’bopo ebe 
la faccia inferiore dello stantuffo non si trovi' giammai ad una distanza dal 
livello dell’acqua nel serbatoio piu grande dell’altezza della colonna di 
acqua che fa equilibrio alia pressione atmosferica, la quale altezza è di me- 
tri 10,33 circa. Se altrimenti accadesse l’acqua non si eleverebbe fino alla 
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faccia inferiore dello stantuffo ; essa si arrosterebbe ad una certa altezza nel 
tubo C o anche nel corpo di tromba B , e non seguirebbe lo stantuffo nel 
suo moto ascendente; si .formerebbe cosi una specie di barometro ad acqua. 

Allorché si comincia a mettere in movimento una tromba aspirante, il 
corpo di tromba ed il tubo di aspirazione sono pieni di aria. 1 primi colpi 
dello stantuffo non procurano scolo alcuno di acqua pel cannello E; ma essi 
hanno per effetto di ritirare l’aria interna e di sostituirvi l’acqua. Allorché 
da principio lo stantuffo si abbassa, l’aria contenuta nel corpo di tromba al 
di sotto dello stesso stantuffo si comprìme , e non potendo uscire per la val- 
vola D che i chiusa si farà strada per i fori dello stantuffo , aprendo le cor- 
rispondenti valvole, e recandosi nella parte superiore del corpo di tromba. 
Innalzandosi in seguito lo stantuffo, le sue valvole si chiudono, l’aria del 
tubo di aspirazione apre la valvola 1> e dilatandosi si spande nel corpo di 
tromba ; ma nel medesimo tempo la forza elastica di quest’aria diminuisce, 
donde ne conseguita che l’acqua s’ innalza di una certa quantità nel tubo C. 
Lo stantuffo discendendo di nuovo, l’aria che è passata dal tubo C nel corpo 
di tromba , attraversa lo stantuffo per recarsi uell’ atmosfera ; poscia , al- 
lorché lo stantuffo si rialza , una quantità di aria passa nel corpo di tromba 
dal tubo C , e l’acqua sale più alto in questo stesso tubo. Uopo alquanti colpi 
di stantuffo, l’acqua giunge ad elevarsi fino all’interno del corpo di tromba. 
Le ultime parli di aria che rimangono al di sotto dello stantuffo sono allora 
espulse mediante il moto discendente die al medesimo si comunica immedia- 
tamente, e la tromba comincia a dar acqua. 

Una volta che la tromba si è maneggiala nel modo che si è dello finora, 
essa resta piena di acqua anche quando eessa di agire , in guisa che ove si 
voglia mettere di nuovo in movimento, essa somministrerà dell’acqua ai 
primi colpi dello stantuffo. Ciò non ostante se la tromba per lungo tempo 
rimane senza azione, essa ordinariamente si vuota. Questo avviene perchè 
le pressioni nei diversi punii della colonna di acqua che resta così sospesa al 
di sotto dello stantuffo , sono inferiori alla pressione atmosferica. Questa ul- 
tima pressione esercitandosi sopra tutta la superficie esteriore della tromba , 
accade che l'aria s’ introduce agevolmente per tulle le fessure che incontra , 
e penetra quindi nell' interno ; essa specialmente si fa strada Ira il contorno 
dello stantuffo e la superficie interna del corpo di tromba. A misura che l’aria 
entra nella tromba , l’ acqua si abbassa ed alla fine di un tempo più o meno 
lungo , secondo che la tromba è più o meno ben costruita , essa prende nel 
tubo di aspirazione il medesimo livello ebe nel serbatoio dove pesca questo 
stesso tubo. 

Abbiamo dello che la faccia inferiore dello stantuffo non deve giam- 
mai elevarsi sopra il livello dell’acqua nel serbatoio, ad on’altezza mag- 
giore di 10,33 metri , ehe è quella di una rolpnna di acqua che fa equili- 
brio alla pressione atmosferica. Se però si rifletta al modo col quale lo stan- 
tuffo deve unirsi alla tromba perchè questa. sia maneggiabile, e se inoltre 
si voglia tener conto delie imperfezioni che una tromba mai sempre presen- 
ta , si vedrà chiaro che quell’ altezza dovrà prendersi mollo minore. La 
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esperienza e’ insegna ebe non si deve dare a] (ubo di aspirazione un' al- 
tezza maggiore di otto metri. 

398. Si può determinare la elevazione del livello interno dell'acqua 
sopra il livello esterno dopo il primo colpo di stantuffo. 

Sieno ah e bg (fitj. ia8.‘) le posizioni estreme della base inferiore 
dello stantuffo , c supponiamo che quando questa base è in bg , I’ acqua 
si trovi allo stesso livello idek si nell' interno come nell'esterno della (rom- 
ba. Sollevandosi lo stantuffo da bg in ab , e diminuendo per conseguenza 
la elasticità dell'aria interna, il livello interno prenderà una certa posi- 
zione im , ed il livello esterno un' altra posizione npqo. Sia a l’altezza e b 
la sezione del corpo di tromba abgb ; a l’altezza e /3 la sezione del tubo di 
aspirazione edef; sia finalmente y la sezione del serbatoio, x la elevazione 
del livello interno, ed y la depressione dp del livello esterno : la relazione 
tra x ed y ci è data dalla equazione 


(v — P)y = P* (15), 

la quale esprime che Io spazio inpdeqok che circonda il tubo di aspirazione 
è ugnale allo spazio Idem. 

A fine di determinare la incognita x , osserviamo che per la legge di 
Mariotte la elasticità di una stessa massa di' aria , quando la temperatura 
di questa rimane costante, é inversamente proporzionale al volume che le 
si fa occupare. Se dunque si dinota con h l’ altezza della colonna di acqua 
che misura la elasticità dell’aria interna allorché questa occupava lo spazio 
cdef=a/3, e con h' 1’ altezza della colonna di acqua che misura la elasti- 
cità della stessa massa di aria ora che si contiene nello spazio abclmfgb = 
= ab + |8(« — x), si avrà 


donde 


h : h' — ab •{- cl/3 — /3x : , 


/.' = 


aph 


ab - f- a/3 — px 


(16). 


Inoltre per l'equilibrio della colonna liquida deve essere 


V + x + y — h , 


perciocché la pressione che riceve la sezione pq deve essere la stessa , o si 
consideri da sotto, in sopra, o viceversa. 

Sostituendo ad h' ed y i valori dati dalle equazioni (15) e (16), la 
equazione precedente diventerà 


o.ph 


ab -f- — px 


+ * + 


Px 


r-fi 


= h-, 
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ed ordinandola rispetto ad x 


s_ M-n + ±±É.y — 


abh(y — ff) 

Py 


Le radici di questa equazione sono reali , perciocché la quantità 


( 


h(y — j3) ab + *P\ * 4abh(y — P) 


P 


y- 


py 


sottoposta al radicale , potendosi mettere sotto la forma 


c 


h(r—P) ab + ap\ 3 4*ph(y — P) 


P ) 


Py 


si vede apertamente essere positiva. 

Nondimeno una di esse deve essere rigettata ; poiché da una parte sap- 
piamo che la elevazione x-)rv — x A -=— ■ — r del livello interno 

v y—P y—P 

sull’esterno non può sorpassare l’altezza h — IO" 1 , 33 , e conseguentemente 

h(y Q\ 

x deve essere sempre minore di : da un’ altra parte il volume px 

dell’acqua ascesa non può mai essere maggiore di lutto il volume abcdefgh= 

ab &P , 

=aò+a/ 3, e quindi X devo essorc minore di — « Ora la somma detto 

radici è 


h(y — P) 
y 


ab + *p 

P 


b(y — P) . aè-f-*/3 

e conscguentemente se una di esso ò minore di ovvero di — - — , 

l’altra deve essere maggiore. Adunque, sebbene sia vero che ambedue le 
radici soddisfanno alla equazione , pure una sola soddisfa a tutte le condi- 
zioni del problema. 

Dalla equazione di equilibrio si deduce 


h — h' = x +y. 

Ora il primo membro rappresenta la pressione che riceve lo slantuflo da 
sopra in sotto. Dunque siffatta pressione è sempre misurata dalla elevazione 
del livello interno sull’ esterno. 

Se per caso si trovasse x > * dopo la risoluzione della equazione, x 
esprimerebbe non la elevazione che ha realmente luogo , ma quella che si 
avrebbe se il tubo di aspirazione fosse prolungato nell’ interno del corpo di 
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tromba. £ facile adattare la equazione a questo altro caso laddove avvenisse. 
Infatti, ritencodo le medesime denominazioni precedenti, il volume occupato 
dall' aria interna dopo il sollevamento dello stantuffo sarà espresso da 

ab — b(x — a) , 

e si avrà per consegncnza 


ab . — b(x — a) 

La relazione poi tra x ed y sarà 

(y — 0)y = 4- é(* — “) ) 

donde 

*3 -f- b(x — a) 
y = — 

Sostituendo questi valori di h' ed y nella equazione di equilibrio 

h'+x + y==h, 

si avrà la equazione che determina x. 

399. Nella tromba premente uno stantuffo pieno A (fig. 1 2 Q. r - ) riceve 
un movimento rettilineo alternativo in un corpo di tromba che pesca esso 
stesso nel serbatoio dove si trova l’acqua che si vno|» innalzare. Ad un’a- 
pertura B fatta nel basso di questo corpo di tromba, trovasi adattata una 
valvola che si apre dal basso in alto perchè cosi possa l’acqua del serbatoio 
passare nel corpo di tromba. Una seconda apertura C fa comunicare il basso 
del corpo di tromba con un tubo o cannello D pel quale l’acqua deve ele- 
varsi; quest’apertura ó ugualmente munita di una valvola che permette al 
liquido di passare dal corpo di tromba nel tubo D , ma che non lo lascia da 
questo ritornare nel corpo di tromba. 

Allorché lo stantuffo A si eleva, esso tende a fare un vuoto sotto di 
se; la valvola C si chiude, la valvola B ni contrario si apre, ed il corpo di 
tromba si riempie di acqua. Lo stantuffo in seguito discendendo, la val- 
vola B si chiude; l’acqua contenuta nel corpo di tromba é premuta, con- 
seguentemente essa apre la valvola C e passa nel tubo di ascensione D. 

Per quanto grande sia l’altezza alla quale si eleva il tubo di ascensione 
di una tromba premente, l’acqua potrà sempre esservi condotta dalla tromba 
purché si applichi allo stantuffo una forza sufficientemente grande. £ ciò che 
costituisce una differenza essenziale Ira la tromba premente e la tromba 
aspirante ; poiché questa seconda non può far salire l’acqua che ad un’al- 
tezza la quale non oltrepassi un certo limile. 

La forza che bisogna applicare allo stantuffo di una tromba premente 
per farlo ascendere nel corpo di (romba è sempre piccola , poiché la pressione 
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che egli proova dalla parte dell’acqua sopra la sua faccia inferiore differisce 
sempre di poco dalla pressione atmosferica. Allorché lo stantuffo discende , 
esso dero vincere la pressione dell’ acqua ; ora questa pressione é determinata 
dall’altezza alla quale l’acqua é «levala nel tul» di ascensione; essa dunque 
sarà (385) uguale al peso di uo cilindro di acquà che ha per base la super- 
ficie dello stantuffo e per altezza la distanza verticale della faccia inferiore 
di questo stantuffo dal punto dove l’acqua é stata innalzata dalla tromba. 

400. Finalmente la tromba aspirante e premente unisce in se sola le 
due disposizioni ebe presentano le trombe , delle quali abbiamo finora par- 
lato. Supponiamo che nella tromba premente il curpo di tromba non sia si- 
tuato net mezzo del serbatoio dell'acqua, ma che si trovi più alto, e che aia 
munito di un tubo di aspirazione il quale parta dall’apertura 8 e vada a pe- 
scare nel serbatoio. Allorché lo stantuffo s' innalzerà , esso farà salire l’acqua 
nel corpo di tromba per aspirazione; ed in seguito abbassandosi, col pre- 
merla la farà salire nel tubo di ascensione. Tale è il principio delle trombe 
aspiranti e prementi.' 

Spesso si adotta la disposizione della figura 127.*, con questa differenza 
che l’acqua, invece di scorrere pel cannello laterale E fisso nel corpo di 
tromba è obbligata a salire in un tubo di ascensione. Allorché lo stantuffo 
si abbassa, l’acqua, che si trova al di sotto del medesimo lo attraversa per 
passare al di sopra. Allorché si rialza, ùel medesimo tempo l’acqua del ser- 
batoio salendo pei tubo di aspirazione s’introdurrà nel corpo di tromba, e 
F acqua che si trova al di sopra dello stantuffo verrà obbligala a salire pel 
tubo di ascensione. Le trombe di questo genere sono spesse volte chiamate 
trombe aspiranti ed elevatori , o semplicemente trombe elevatorie , poiché lo 
stantuffo eleva l’acqua sulla sua faccia superiore. Ma esse sono vere trombo 
aspiranti e prementi nelle quali lo stantuffo preme l’acqua ascendendo in- 
vece di premerla discendendo. 

Allorché si vuol fissare una tromba destinata ad innalzare l’acqua di 
un pozzo per gli usi domestici , si situa ordinariamente il corpo di tromba 
all'orificio del pozzo , e l’acqua'in tal caso é innalzala solamente per aspi- 
razione. Ma bisogna per ciò che la profondità del pozzo non oltrepassi otto 
metri come si é detto alla fine del numero 397. Allorché la profondità è mag- 
giore, farà d’uòpo situare il corpo di trooiba dentro de! pozzo , c di far uso 
per conseguenza di una (romba aspirante e premente. In questo caso si può 
situare il corpo di tromba ad un’ altezza più o meno grande sopra il fondo 
del pozzo, purché quest'altezza non sia maggiore di otto metri. 

401. La figura 130.* rappresenta una disposizione che è la più adottata 
per le trombe destinate agli usi domestici. . 

Una leva ABC può girare intorno -ad un asse B. Innalzando ed abbas- 
sando successivamente la estremità A si dà al punto C un movimento in giù 
ed in su simile ma in senso contrario; allorché la estremità A s’ innalza, il 
punto C si abbassa , e vicendevolmente. Una verga CD è articolala da una 
parte alla estremità C della leva , dall’altra parte ad un punto D del fusto 
dello stantuffo E; in tal guisa il movimento del punto C si comunica allo 
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stantuffo, ii quale per conseguenza si eleva e si abbassa successivamente nel 
corpo di tromba. Allorché lo stantuffo si eleva, le due valvole F, G si apro- 
no; da una parte l’acqua del pozzo sai quale è situata la (romba é aspirata 
pel tubo II e sale nel corpo di tromba , dal]' altra parte l’acqua che ha sor- 
passato lo stantuffo è [Tremula , e sale per conseguenza pel tubo I lino al 
punto dove termina questo tubo. Allorché lo stantuffo si abbassa, le. valvole 
F, G si chiudono , quella dello stantuffo si apre, e l’acqua che sta nel corpo 
di tromba sotto lo stantuffo , attraversa l’apertura di questa valvola e va a 
collocarsi sopra. Si comprende poi facilmente che allora bisognerà applicare 
una forza alla leva ABC per far camminare l’acqua , quando Io stantuffo 
deve elevarsi, e quando conseguentemente la estremità A della leva deve 
abbassarsi. Questa forza deve essere capace di vincere l.° il peso di una co- 
lonna di acqua che ba per base la superGcie dello stantuffo , e per altezza la 
distanza verticale del livello dell’acqua nel pozzo dalla estremità superiore 
del tubo di ascensione 1 , peso che agisce alla estremità C della leva ABC ; 
2.° le resistenze passive cagionate dal movimento dell’ acqua e dalle parti so- 
lide della tromba. Per produrre il movimento discendente dello stantuffo, 
non debbono vincersi che le sole resistenze passive, le quali sono di poca 
importanza. 

Ordinariamente un piccolo tubo laterale munito di una chiave K é adat- 
tato alla tromba verso la parte supcriore del corpo di tromba. Aprendosi la 
chiave K, l’acqua esce per questo tubo laterale senza elevarsi nel tubo di 
ascensione I. La tromba diventa In (al caso una semplice tromba aspirante. 


FINE DEL LIBHO QUINTO. 
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LIBRO SESTO 


DEL MOTO DEI FLUIDI 


CAPO I. 


dbll’ efflusso dell’ acqua ter un piccolissimo foro dai vasi ' 

VERTICALI SIA CILINDRICI SIA PRISMATICI. 


402. In un vaso cilindrico o prismatico verticale il quale abbia nel 

fondo un piccolissimo foro hh' (fig. i3i ."), se durante l’ efflusso dell’ acqua 
di cui si suppone ripieno si gitlano dei minuzzoli un poco più pesanti del- 
l’acqua, questi si veggono discendere tutti verticalmente fino alla orizzon- 
tale HH' distante dal foro di circa (re raggi del foro stesso; poscia piegano 
da ogni parto verso il foro descrivendo linee curve sensibilmente convesse 
dalla parte dell’asse del vaso. Cosi la corrente dell’acqua in vicinanza della 
luco forma nna conoide molto convergente, l'altezza della quale è di tre 
raggi del foro ; la base superiore è la sezione del vaso , la base inferiore é 
l’arca del foro stesso. A questa conoide si dà il nome di Gorgo. Rimangono 
stagnanti presso gli orli dei vaso le particelle B , B' di acqua che attorniano 
colesto gorgo. * 

Questo concorso di tutte le particelle al foro per un imbuto conoidale 
comparisce ugualmente sia che la luce Si apra nel fondo del vaso, ovvero di 
fianco nella sponda del vaso stesso (fig. i3a. m ). 

Se sia soprapposto all’acqua uno strato di olio, o di altro liquido co- 
lorito più leggiero dell’acqua, giunto questo strato alla indicata distanza di 
tre raggi dal foro, il fluido colorilo si fa strada per mezzo dell’acqua per 
arrivare al foro. Meglio allora e più distintamente si scopre all’occhio la fi- 
gura del gorgo molto convergente e sensibilmente convessa verso l’indentro. 

403. Allorché la luce .è aperta in una lastra assai sottile, la vena del 
gorgo si restringe rapidamente per breve tratto, mantenendo lé particelle 
per quel tratto le direzioni obblique e convergenti con le quali si affacciarono 
al foro. Cosi si forma al di fuori del vaso un’altra conoide hcc'h' (fig. i3i 
che pnò aversi per una continuazione della precedente. Questa conoide 
esterna dicesi vena contratta. La sezione inflma cc', ossia la sezione della 
vena presa nel suo massimo restringimento si dice sezione della vena contratta. 

La sezione della vena contralta é lontana dal foro poco meno del raggio 
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del foro stesso; la sua ampiezza è a un dipresso i cinque ottavi dell’am- 
piezza del foro. 

404. La velocità delle vene acquee cbe sgorgano da luci assai piccole in 
confronto dell’ampiezza del recipiente, è sempre dovuta all’altezza dell’ac- 
qua soprastante. Tante esperienze confermano questa proposizione cbe ormai 
può tenersi per indubitata. 

Infatti i getti verticali o quasi verticali si sollevano prossimamente al- 
p altezza del livello del recipiente ( fig . i33"). Questa esperienza riesce me- 
glio nei getti quasi verticali che nei verticali, poiché in questi le gocciole 
che ricadono incontrano e ritardano quelle che salgono. Riesce anche meglio 
nei getti di poca altezza, che per la Velocilà minore, e pel cammino più 
breve risentono meno della resistenza dcH’aria. Ora si sa che un mobile che 
per la sua caduta ha acquistata una velocità dovuta ad una certa altezza , 
deve risalire alla stessa altezza in virtù di questa velocità qualora si pre- 
scinde dalla resistenza deir aria. 

Inoltre i getti obbliqui descrivono prossimamente una parabola (fig. 134’ ) 
il cui parametro é quadruplo dell’altezza AB del livello del recipiente sopra 
il centro del foro. Ciò si riscontra agevolmente misurando un’ascissa verti- 
cale del getto, per esempio l’ascissa BC, e la corrispondente ordinala CE; 
poiché il quadrato della ordinala diviso per l’ascissa ne dà jl parametro. 
Anche questa esperienza torna meglio quando l’ altezza dell’ acqua sopra la 
luce é piccola. . . 

405. Premesse queste cose, dinotiamo con a> la velocità dell'acqua che 

sgorga dall’ orificio hh '(fig- e s l’altezza dell’acqua premente so- 

pra P orificio., sarà prossimamente (404) 

« = . . . (fc). 

Dippiù se * rappresenta la base orizzontale del vaso, a l’ orificio hh’ , e v 
la velocilà delle particelle componenti la superficie superiore dell’ acqua , 
sarà la quantità di acqua di cui si vuota il vaso nell’ istante di per una- 
parte =a.è<lt, e per l’altra =a.4>ttl; e però 

tt.vdl = a.aadt , donde a> — — v; 

a 

c supponendo « = na , 

; ® = m> . . . (k 1 ). . 

Quindi. si ottengono 

— n — = V‘2g* , e <ft = 
di 

Adunque, rappresentando con z 0 -il valore iniziale di *, quello ciocche 


\/'2gx 
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corrisponde a t = 0 , si' avrà , integrando fra i limiti z„ , e * , 

« = -7=(*. r -Ò. ••(*")• • 

V2g 

406. Si esprima ora con p la quantità di acqua che esce ìlall’ orificio a 
in un dato tempo l ; sarà (405 : (à) , (fc")) 

i - -t 

dp = a.<wJt = a( 2(/> z- dl = a(2g)' (z, 1 


e conseguentemente 


^ = a(2<,)i(zjt-^t>)...(à'"). 


Misurando la quantità di acqua che io un determinato tempo t sbocca 
dalla luce a, questa corrisponde esattamente alla quantità p calcolata con 
la forinola (&'"). £ questo un altro argomento per provare che la velocità 
di una vena acquea che sgorga da una luce assai piccola in confronto del- 
I’ ampiezza del vaso , è dovuta all'altezza dell’acqua soprastante. 

Si noti però che allorquando la Incoiò scolpita in una lastra assai sot- 
tile , bisognerà (403) nel secondo membro della equazione (&"') sostitui- 
5 

re -a ad a. Inoltre se la parete è molto grossa , se gli orli non sono bene 

affilati, se la luce è munita di doccia o cannello, la esperienza riesce di- 
versamente. ■ 

407. Prendendo nella forinola (fc") z = 0, si avrà il tempo nel quale 
il vaso tutto si vuota; chiamando T questo tempo, sarà 



Sostituendo poi nelle formole (k”) c (à 1 ") il valore di s 0 ’ che si ricava dal- 
la (/:"") , otterremo 


-2 n - 

-7=*’, ?■ 

V2 g 


a ± 
2 n 


(27 




(*')• 


408. Dalla equazione (k" ) conseguita che ove dae vasi cilindrici o 
prismatici abbiano le altezze * 0 , z 0 ' uguali, come' pure gli orificii a, a 1 
uguali, i tempi T, T nei quali si vuotano staranno fra loro come le basi 
a tee. 48 
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* , ; infalli nella ipotesi in cui ci troviamo riesce (405) 


2n : 2n' 


T : V = — *o’ : 


V‘2 g VYg 


*o'‘ = n : a'. 


a a' 


409. Le quantità di acqua sgorganti in uguali e successivi intervalli 
di tempo decrescono come i numeri dispari presi in ordine retrogrado. Sif- 
fatta proposizione agevolmente si dimostra mediante la seconda delle equa- 
zioni (/<'), facendo in essa successivamente ( = 1,2,3, 4,...; imperoc- 
ché quelle quantità verranno evidentemente espresse per 


|(4r_4)— |(27- |) , 
g( 6 r-9) — |J(4r-.4), 
g (8 r-16)-g(67’-9) J 


cc. . . 


ovvero per 

a £(2T-i), £(27-3) 



|(27-5),|(2r-7,,. 


Adunque ec. . 

Questo stesso ricavasi dalla equazione (k rr ), e dalla prima delle equa- 
zioni (k r ). Infatti dinotando con Sj, — i valori di : corrispondenti 

ai tempi 1,2,3,..., esse daranno 


2n 


2n’ 

_9_ 

2» 1 


donde . t 

*.-*.=^(2^0, *.-*.= ^<27-3), z 1 -a.=^ ( 27’-5),.., 


.. i. • . g 

I. Ubili n\ .li;, .ittico * r -a == jrt* 1 

r,d -iT -ntso • uiot i.tt *vosu;i»Jd onaluuy fe ÌUup isti ’ • ii|UK*l : ,m 
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e conseguentemente ec. Quindi se il vaso vuole dividersi in parti da vuo- 
tarsi nelle successive unità di un dato tempo T, determinando la ultima z T .. , 
le altre fino alla prima saranno 

3s^.i , 5tr„ , 7zt-, , • • ■ , (2 T — 3) Sr-, , (2T— 

Si sa poi dalla teoria delle progressioni aritmetiche che 

*r-. 4" 3*r-i 4- 5*r-i -f- 7*r-i 4* • • • 4" (2 T — 3 )*r-i 4" (2T — = 

= (l + 2r— 1)1 = T'zt.,. 

410. Si notino ora le cose seguenti : l.M’ accelerazione per cui la ve- 
locità dell’acqua assai piccola insino ad HH', diviene alla fine assai grande 
velocità di sgorgo , si ottiene tutta manifestamente da HII' a cc' dentro lo 
spazio compreso dalla conoide e dalla vena contratta, dove cioè le ampiezze 
degli strati che discendono vengono rapidissimamente decrescendo. Adunque 
il vaso ABB'A' dovrà riguardarsi siccome terminato da un tubo IIcc'H' adat- 
tato alla sezione HH'. 

2. ° Il moto dell’acqua che scorre in alvei regolari può ridursi al molo 
dell’acqua che sgorga da stretti oriGcii di vasi. Immaginiamo infatti che un 
alveo regolare sia secato da un piano verticale; che in questo piano sieno 
piò fori da quali fluisca l’ acqua ; e che a questi si aggiungano altri fori co- 
sicché il numero di essi cresca indefinitamente , e tutta la sezione formi 
come un unico foro che risulti da fori infiniti : essendo che l'acqua da tutti 
i fori deve sgorgare con quella velocità con la quale uscirebbe da un vaso 
che fosse pieno alla medesima altezza , e tolto via il piano , fluirebbe nello 
stesso luogo della sezipne ; sarà quasi lo stesso che l’ acqua scorra per un 
alveo , o che sgorghi da un vaso pieno alla medesima altezza. 

3. ° Se in un alveo regolare ed orizzontale l’acqna inferiore si muove 
per la pressione dell’acqua supcriore, ed il moto concepito non è turbato 
dalla obliquità delle direzioni e dalla resistenza del fondo e dei lati , dino- 
tando con i l’altezza dell’acqua soprapposta ad noa qualunque particella , 

la velocità di questa sarà = V* 2gi. 

4. ° Che se l’alveo regolare sia inclinato all’ orizzonte, e sia « l’altezza 
dovuta alla velocità con la quale si muovono le particelle nella superficie 
superiore dell’acqua; èssendo che questa velocità, siccome nata dalla in- 
clinazione dell’ alveo, deve essere cornane a tutta l'acqua , la velocità delia 

particella sarà espressa da \/2p(»4- m). 

5. " Quindi potrà nell’ uno e nell'altro caso determinarsi agevolmente 

la quantità V delle acque che fluiscono in un dato tempo t presso una qua- 
lunque sezione di un alveo regolare. Cosi per esempio nella ipotesi della se- 
zione rettangolare che ha una larghezza =r , ed un’ altezza =»„ sarà nel 
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primo caso 



e nel secondo 



CAPO 11. 


DELLE EQUAZIONI DEL MOTO LINEARE DELL’ ACgUA NEI VASI VERTICALI. 


411. Mollissimi autori trattando del molo dei liquidi' sgorganti da luci 
aperte nel fondo o nei lati dei vasi, ammettono come principio dedotto dalla 
esperienza che un qualunque strato tenuissimo ed orizzontale del liquido 
contenuto in uno dei succennali vasi , e che per lo sgorgo si abbassa , sia 
formato costantemente dalle stesse particelle le quali abbiano una comune 
velocità in direzione soltanto verticale. Dinotando quindi con e la velocità 
verticale che ba nel fine del tempo 1 un qualunque punto (x , y , s) della 
massa liquida sollecitato dalla gravità g, la forza acceleratrice che valga 

di per se a produrre il moto attuale sarà espressa da ^ : e poiché, prescin- 

dv 

derido ancora dalle pressioni scambievoli dei punti , pure la forza — cagio- 
nerebbe il moto attuale ; perciò avuto riguardo alle pressioni , il punto 

dv 

(*,«/,*) sollecitato dalla forza g —si rimarrà in equilibrio. Per la qual 

cosa sarà (384) 


Supposta inoltre la continuità del liquido, che qui si considera come inca- 
pace di compressione; conseguita che, chiamando A l’ampiezza di uno strato 
qualunque orizzontale, debba aver luogo la seguente proporzione (405) 



\ 


0) 

e ; <0 = a : A , donde » = a — ... (fc"') , 

A 

dove x è una funzione del tempo t, ed A (ina funzione della distanza i della 


Digitized by Google 


381 ’ 

medesima A dal piano XOY : conseguila inoltre che la superficie superiore 
del liquido si rimarrà orizzontale. Ora dalla (k”') si ha 

de a d* a® dA dz _ a^ d*_a® dA ^ _a da ^ a 7 a> 7 . dA 

dt~A ' ~dt A* ' ~dz 'di A di A 1 dz A di A i di’ 


adunque la formolo (k”) diventerà 

d« / , duo dz. , «V dA \ 

_ds = ^ 9 ds-a-. 7 + 7 r .-d*J, 

ed integrando rispetto a z si avrà - 

/ dai f* dz aV\ 
®= co *‘- +/^- a d7j tt 7-2^-; ’ 


dove z s esprime la distanza compresa tra il piano XOY e la superficie supe- 
riore A 0 del liquido. Per determinare la costarne rappresentiamo con la 
pressione per esempio dell’ atmosfera sopra la superficie A 0 , sarà in tate 
ipotesi 

« 0 = cosi. + f* 


/ aV\ f »V\ 

1 9Z °~2a*) ’ doo<le co,< - = *»—■** 277 / 


Introducendo questo valore nella equazione superiore' si avrà 


«’ = «O + — *o) — «f* 


d® C z dx 

li J ,7 


— a 



Presso l’orificio la pressione è aguale a quella dell’ atmosfera; quindi 
per la superficie del liquido che corrisponde all’orificio si ayrà * = *«) 

— = inoltre, dinotando con b ed » le distanze dell’ orificio dal piano 
A* ar 

XOY e dalla superficie A 0 , si hanno z = 6, a 0 = 6-~ ». * — *o=* : 
adunque, supponendo 

f* ^ __I 

sarà ivi . • •= 



equazione fra a> e t che serve a trovare la velocità ec del liquido che fluisce 
412. Dalle formole (k' m ) e (le") si deducono le cose seguenti. 
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^i.° Se a è di una piccolezza disprezzabile, dalla ( k n ") si otterrà 

* = «•„ + — z 0 ), 

come nel caso di un liquido equilibralo (384); e dalla (/•") risulterà 

a> s= \/2gi , 

la qual formola coincide con la (fe) , c c’ insegna che quando un liquido in- 
cotnpressibile e pesante .fluisce da un vaso per un foro estremamente piccolo , 
egli ha , alla sua uscita dal vaso , una velocità dovuta all’ allei za della super- 
ficie superiore del liquido al di sopra della luce, quella velocità cioè che 
avrebbe se cadesse nel vuoto da un’ altezza uguale alla distanza della super- 
ficie di livello dal foro di efflusso. Questa conseguenza ha luogo qualunque 
sia la figura del vaso e della luce. 

2.° Se per l’affluenza di nuovo liquido 6i mantiene costante l’altezza 
di quello che si contiene pel vaso, le quantità i, A 0 , e B saranno costanti 
j ‘ a 2 

date; e ponendo 1 — — —h 1 , la formola (k") somministrerà 

d- h 

’ladco 2a 


lldt — 


V2gi 


2gi-hW hs f^l 

■ - 2 gì 

( dJL.ee 

- o 1 \f2gi 


tup 


hV2gi)i 


VSfi 


Integrando si otterrà 


+ vv‘ 


1 — . 


H*i 

■»d i oè 


V2gi 


'l + ± ' 


_ a . r / V'2gi + h* \ 

h]/'2gi I f ^ . ( hV2gi \V2gi — ha>J 

l S/2gi ] 

dove non si aggiunge la costante arbitraria, poiché a 1 = 0 dovendo corri- 
spondere x = 0 , questa costante risulta =0. Da siffatta equazione rica- 
viamo • . • 


lìht V2g* 


,/ V’2gi + ha \ 
\V‘2gi — ha) 
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e passando dai logaritmi ai numeri 


Isolando « avremo 


V2gi -f- /li 

e ■ s - " ■ — • 

^'2gi — hx 


ds 


V'2gi 

IT ' 


1 — e' 


Bklv{»*t) — 


MrWiri} 

1 + ■ . 



Conoscendo <e si determinerà facilmente la velocità v mediante la equazione 
(li”') , e « per la (k n "). 

Questo valore di x ci dimostra che dopo un qualche tempo , tanto più 
corto quanto è più piccolo a, divenendo sensibilmente nulli gli esponenziali,* 
la velocità dell’ acqua che sgorga dallo stesso a converge verso il limite 

1 *# » m , a \/ 2gì dx 

= - \2gi. Quindi si avra t> = - — - — , e per essere — = 0 , la equa- 

li A h di 

zione (li”") darà 

Ora nello stato di equilibrio 


■W = * 0 + — 5»)- 

Adunque nello stato del moto la pressione et t c minore di quella che ha luogo 
nello stato di equilibrio per tutte le sezioni cho hanno le aree minori del- 
l’arca della superficie superiore del liquido; ed al contrario per le sezioni 
che hanno le aree maggiori dell’ arca della superficie libera del liquido , la 
pressione « é più grande nello stato del moto che nello stato di equilibrio. 

Se si volesse conoscere il volume V del liquido che è sgorgato dal vaso 
durante il tempo t, bisognerebbe integrare dV = axdl , ovvero 



— t * Jdt 


1 +« * 


Ora cou un poco di attenzione si vedrà che il secondo membro di questa 
equazione può presentarsi sotto la forma seguenlo 
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nella quale il (erro fattore , che è il solo fattore variabile , è una frazione 
che ha il numeratore uguale al differenziale del denominatore; adunque 
I* integrale cercalo sarà 


2a 2 f «tMtù »*M ■< i >\ 

r = —l'(e »« +e" » J+cost. 


f,a costante si determina osservando che a 1 = 0 corrisponde V = 0 ; e 
però si avrà 

0 =— /'( 2) + cosf. , donde cast. = — — /'( 2). 


Adunque sarà 


„ 2a’ 

(t " + « ^ 


2 

.pi 

(• ” +• ” 

ì= w l{ 

l 2 ) 

^ «1 


• i 

l 

K 2 ) 


Alla fine di un corto tempo , tanto più corto quanto è più piccolo a , può 
trascurarsi il secondo esponenziale , ed allora si avrà 


2a 2 BhtVlgi 2a 7 l'(2) a\/2gi f 2aY(2) 

Y ~Hiy \ 2a Bh 2 k ... Bh 2 



H primo termine 

a\ ! 2gi ^ _ V2gi { 



è il volume dell’acqua che sarebbe uscita , se fin dal principio del tempo t 
la velocità a) fosse stata uguale ai suo limile 



Digitized by Google 


I 


385 

3.° Se il vaso consiste in un cilindro verticale ovvero in un prisma , A 
sarà costante , ed A a — A ; dippiù 

* ds z — i 0 f A dz 1 » 

J r o 7 = A ’ * J b—i’A == ~B~ A’ 


CAPO III. 


DELLE GENERALI EQUAZIONI DEL MOTO DEI FLUIDI. 


413. Per farsi una giusta idea del problema che in questo capo ci fac- 
ciamo a risolvere intorno al moto dei fluidi considerato nella maniera la pio 
generale , fa d’uopo supporre che ad un istante determinato, il quale può 
prendersi come il principio del tempo,' si conosca la posizione di tutte le 
particelle che compongono il fluido , e si conoscano eziandio le velocità 
dalle quali queste particelle sono animate ; che inoltre sieno date le forze 
esterne che agiscono sopra tatti i punti del fluido, le pressioni, e tutte Je al- 
tre condizioni relative ai limiti dai quali il fluido è circoscritto. Qjò posto, 
determinare il moto di ciascuna molecola in particolare, signiGca trovare le 
espressioni delle tre sue coordinale in funzione del tempo , e conoscere dip- 
più la pressione e la densità della medesima in un punto qualunque ed in 
qualsivoglia istante. 

Le coordinate x, y , z di una molecola determinata sono. funzioni delia 
sola variabile t. Ma siffatte funzioni variano da una molecola all’altra, e 
dipendono conseguentemente dalle coordinate x 0 , y a , z 0 del punto dove al 
principio del moto si trovava la molecola che si considera. Dovranno dun- 
que le x, y , i considerarsi come funzioni delle quattro variabili indipen- 
denti 7 0 , y 0> z, , t, in guisa che trovandosi le espressioni generali di queste 
tre funzioni , si conoscerà esattamente il molo della molecola a partire dalla 
sua posizione iniziale. 

Supponendo risoluto il problema , supponendo cioè nnosciute queste 
tre funzioni di y a , *•» <, si potranno ottenere x 0 , y ol z 0 io funzionò 
di x,y, z, t; e per conseguenza una qualunque altra funzione di x 0 , y a , i t , t 
potrà essere considerala come UDa funzione delle quattro variabili indipen- 
denti x, y, *, t. Cosi per esempio le componenti della velocità di un punto 


dx dy ds ... 

del fluido— , — , — , lp quali noi rappresenteremo rispettivamente con 

dipendendo dalle quantità *» , y„, z 0 . t, potranno riguardarsi 
come funzioni delle x , y , i , t. 

Ma che le quantità w, », io sieno funzioni delle quattro variabili x , 
y, s, t, può comprendersi a priori, ove si rifletta che considerando un 
. ài tee. 4q 
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ponto qualunque del fluido di cui sieno costanti le coordinate x , y , * , | e 
quantità w, v , w relativo ad un tal punto varieranno col tempo e saranno 
per conseguenza funzioni di t. Similmente supponendo y,zet costanti e 
facendo variare x, considerando cioè nell'istante medesimo tutti i punti di 
una medesima retta parallela all’asse OX, per tutti questi ponti le quantità 
u, v , v> varieranno, e perciò esse saranno funzioni della variabile indipen- 
dente x , e così delle altre. 

Finalmente si noli che il problema che noi qui ci proponiamo di risol- 
vere sarebbe risoluto , ove si potessero determinare le quantità u , v , u> in 
fauzione delle variabili x, y , s, t ; imperciocché per conoscere il movimento 
di una molecola' in particolare , basterebbe considerare x , y , z come fun- 
zioni della sola t e fare 


dx 

di' 


H , 


dy 

dt 



si avrebbero in tal modo tre equazioni differenziali tra x , y , s , t allorché 
ad u, v , ta venissero sostituiti i loro valori. Integrando queste equazioni si 
otterrebbero le x ,y,z in funzione di t, e le tre costanti introdotte da sif- 
fatta integrazione si determinerebbero mediante la condizione che a t = 0 
corrispondano per x , y, z i valori delle coordinate iniziali della molecola 
che si considera. ; ; 

414. Sieno X , Y , Z le componenti parallele agli assi coordinati della 
forza acceleratrice che presso il punto (*, y, *) agisce sopra una molecola 
-del fluido. Rappresentino inoltre u, v , te le componenti della sua velocità, 
e u' , v' , to' le rispettive derivate per rapporto a I di queste stesse compo- 
nenti u, v, w considerale come relative al moto di uua molecola determi- 
nala, e per conseguenza come funzioni della sola variabile t: tali derivate 

. du dv die . . ■ 

non possono dinotarsi con i simboli — , — , —, altrimenti si confon- 

derebbero con le derivate parziali di u, e , v> per rispetto a t. Esprimano 
finalmente oc la pressione e p la densità , le quali quantità possono variare 

con x,y,x, t. Mediante il principio di D’ Alembert si formeranno dap- 

prima tre equazioni del moto del fluido, osservando ebe questo si rimarrebbe 
ìd equilibrio si? una qualunque delle sue molecole fosse sollecitala da uua 
forza che avesse per componenti parallele agli assi coordinati X — w' , 
V , Z — to' ; donde risultano le tre equazioni (376) 


dvf 

dx 






. — obiò't 


Per ottenere i valori di u', o', to' fa d’uopo riflettere che le quantità u, v, to 
debbono differenziarsi considerando *, y, z come funzioni di t relative al 
moto della molecola corrispondente al punto (x,y, z) , e che per conse- 
guenza gli accrescimenti di x, y, x dovuti all’ accrescimento dt del tempo, 
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debbono esprimersi come segue 

dx — udì , dy — vdt , dz =s tedi. 
Ciò posto , si avranno 

du d u du du 

— + u— -|-e — + to — , 
dt dx dy dz 

dv dv dv dv 

v’ — - — (- u - — (- t) - — Ir w — , 

dt dx dy dz 

die dtOi dw dw 

" = * + “*r + ’^ + "ar* 

e le tre precedenti equazioni diventeranno 

1 dar du du du du 

— — = A u v — tc — , 

fx dx dt dx dy dz 

1 dar ■ dv dv dv dv 

— = Y — 1 » — e te — , 

M dy dt dx • dy dz 

1 dvs dio dto dw die 

/ u v- io-—. 

I* dz dt dx dy dz 


(*') 


Queste tre equazioni non bastano per delerminare le cinque funzioni or, n , 
u, v , to. Per giungere a siffatta determinazione vi è bisogno di altre due 
equazioni a meno che (t non sia costante, ed in questo caso resterebbe a 
trovarne un’altra. Passiamo ora a vedere comesi possono ottenere queste 
equazioni nella condizione che il fluido resta continuo. 

415. Immaginiamo che lo spazio occupato dal fluido sia diviso in pa- 
rallelepipedi rettangoli infinitesimi dxdydz. Dopo il tempo dt questi paralle- 
lepipedi dovranno trovarsi ancora riempiuti dal fluido , eccettuatine forse 
quelli che si trovano alla superficie libera; per conseguenza l’ aumento della 
densità in ciascuno di essi sarà ugdale all’aumento della massa che vi era 
contenuta diviso pel volume. Per esprimere una tale condizione fa d’ uopo 
cercare 1’ eccesso della massa fluida che è entrata in uno qualunque dei me- 
desimi sopra la massa che n’ è uscita durante il lempelto dt. 

Sieno x, y , z le coordinate del vertice M (/fy. #35.*) di questo paral- 
lelepipedo , x dx , y -f- dy , s -f- dz quelle det vertice opposto S ; u , v , te 
le componenti della velocità del punto situato in M immediatamente dopo il 
tempo t ; e n la densità del fluido in questo stesso puntò nell’ istante me- 
desimo. • 

La direzione della velocità variando in una maniera continua , so per 
una faccia entra del fluido , per la faccia opposta ne uscirà dell’altro ; cal- 
colando quindi l’eccesso della massa della prima quantità di fluido sulla se- 
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conda per le tre coppie di facce parallele , la loro somma esprimerà l' au- 
mento della massa contenuta nel parallelepipedo. 

Consideriamo primieramente la faccia MPQR e la parallela a questa. 
Supponendo ed u costanti per (ulta la estensione di ciascuna di queste fac- 
ce , la massa che entra per la prima sarà 

fiU dydz dt , 

e la massa che esce per la seconda sarà 

V U+ -ì7 dX 

e P eccesso di quella su questa avrà per espressione 

d.p u » 

; — dx dii di dt. 

dx 

la somigliante guisa si vedrà che gli eccessi delle quantità di massa eulrate 
per le due facce dxdz, dxdy sopra quelle che sono uscite per le facce paral- 
lele , dovranno esprimersi rispettivamente con 

d • fxv r d . uto 

-j— dx dy dz dt , -j— dxdy di di. 



Dividendo la somma di questi tre eccessi pel volume dxdydz, verremo in 
cognizione dell’aumento della densità del fluido contenato nel parallelepipe- 
do , o della densità nel punto (*, y , z). É chiaro poi che un tale aumento 
esprimerà il differenziale di n rispetto a (. Adunque sarà 


di* d.fiu d.iiv d.fius 

— dt — -dt — dt — 

dt dx dy dz 


dt 


donde si ricavèrà la equazione seguente 


d/i 

dt 


d.fzu d.fxv d./iw 


dx 


<*y 


dz 


= 0. . . (fc"). 


Esaminiamo pertanto in qual modo debba questa equazione iulerpretarsi nei 
diversi casi nei quali possono i fluidi essere considerali. 

I.° Trattandosi di un liquido, di un fluido cioè iocompressibile nel 
quale la densità sia la stessa io tutti i punti ed indipendente dal tempo, la 
equazione (à jrl ) si riduce a 


du dv dtc 

dx dy~^~ dz 


= 0 . . 


(*")■ 
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In questo caso «od vi sono che quattro funzioni incognite V , u, v, to, poi- 
ché n è data. Le equazioni dunque (A*) e-(ff"') basteranno a determinarle. 

2.° Se però si consideri un liquido eterogeneo la densità di ciascuna 
molecola resterà invariabile; ma p sarà nultadimeno una funzione delle va- 
riabili x, y, i, t. Per esprimere che siffatta funzione resta costante per una 
stessa molecola, bisognerà prendere il suo differenziale totale , sostituire io 
questo ai differenziali dx , dy , di i valori corrispondenti al moto della mo- 
lecola , cioè i valori udt , vdt , wdt , e finalmente agguagliarlo a zero. Si ot- 
terrà in tal guisa 


d/x d/i dn dix 

— -f “ j- + v— + to-j- — 0. 
di dx dy ds 




la quale ridurrà la equazione (fc") alla seguente 


du dv . dto 

dx dy dz 


0 , 



ossia alla equazione (&'")• In questo caso dovranno determinarsi tulle' e 
cinque le funzioni & , /x, u , v , w , la qual cosa si otterrà mediante le equa- 
zioni (fi*), (k m ) , (k«w). . 

3.° Trattandosi da ultimo di od fluido compressibile in cui la tempe- 
ratura sia costante, si ha fra & e /x la relazione (382: (4)) 


ix — Ov , 

la quale insieme con le equazioni (fr 1 ) , (k") determina le cinque funzioni 
incognite. 

416. Le equazioni che -abbiamo finora esposte si applicano a tutti i 
punti dell’ interno del fluido; se questo fluido è indefinito non resta che ad 
aggiungervi le condizioni relative allo stato iniziale. Ma se il fluido è termi- 
nato, per i punti che si trovano alla superficie hanno luogo equazioni par- 
ticolari. Si suppone ordinariamente che i punti i quali erano da principio 
in contatto con una parete mobile o immobile vi restino indefinitamente , e 
che i punti i quali appartenevano primitivamente alla superficie libera non 
mai cessino di farvi parte. Siffatte ipotesi rendono dì molto piò semplice lo 
stato della questione ; -malgrado ciò, vi hanno ben pochi casi nei quali i 
calcoli possano completamente effettuarsi. 

Sia jF(x, y, i , t)= 0 la equazione della superficie sopra la quale si 
trova e deve restarvi costantemente un punto del fluido, di cui le coordinate 
alla fine del tempo t sieno x , y, s. Queste coordinate dopo il tempo di au- 
mentano di udt, vdt, wdt, e la equazione della superficie dopo l’ iste sso 
tempo diviene 

^(®i 5f» »> f 4" dt ) — . 0. 

Ma dovendo il punto trovarsi costantemente sopra questa superficie , le sue 
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coordinate x -H udì , y + vdt , z + wdt debbono verificare la precedente 
equazione. Adunque si avrà 

F(x -f vdl , y + ®dt » * + wd< , t + dt) *= 0. 

Sottraendo da questa l'altra equazione 

F(x, y , z, t)=0 , 

e dividendo il risullamenlo per dt , si troverà 


dF dF dF dF „ 
— 4-u — + v— + to— = 0. 
dt dx dy dz 


Se la superficie è fissa , la funzione F sarà indipendente dalla variabile t, e 

dF „ 

si avrà — =0. 
dt 

Tutti i punti della superficie libera del fluido sono sottoposti ad una 
pressione' nota , la quale ordinariamente è la stessa per tutti questi punti , e 
quindi indipendente dalle coordinale, ma può variare col tempo. Indicando 
con P tale pressione , la equazione della superficie libera sarà 

or — P = 0 : 

e tutti i punti del fluido che si trovano sulla medesima dovranno in ogni 
istante verificare la equazione 



dar dar dar 

u — + v-—+u>— = 
dx dy dz 


dIP 

lì' 


Queste diverse equazioni relative ai limiti , dai quali é circoscritto il 
fluido, concorrono in unione delle condizioni corrispondenti allo stato ini- 
ziale, alla determinazione delle funzioni arbitrarie introdotte dalla integra- 
zione delle equazioni differenziali parziali. 

417. Se le componenti u, v, to sono le derivate parziali rispetto alle 
variabili x, y , z di una certa funzione $ di x , y , z , t , le equazioni ( k x ) si 
riducono ad una sola, e la soluzione del problema dipende dalla determina- 
zione della funzione , poiché le quantità u , v , w si conosceranno deri- 
vando questa fuuzione successivamente per rispetto ad x , y , z. 

- Non considerando nella 9 che le variabili x , y , z , si ha per ipotesi 

udx -f- vdy -j- to dz =x= dt? ; 


e supponendo dippiù che le A, Y , Z sieno le derivate parziali di una fun- 
zione $ , in guisa che si abbia 


• Xdx + Fdy ■+■ Zdz = tftf* , 
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le equazioni ( k ’ ) potranno scriversi come qui appresso 


1 

die 

d«ì> 

d 2 y 

dy 

d 2 y 

dy 

d 2 y 

dy 

d'y 

A* 

dx 

• dx 

dxdt 

dx 

dx 2 

dy dxdy 

dz 

dxdt ' 

1 

dvs 

dQ 

d> 

rfq > 

d 2 y 

dy 

d 2 y 

dy 

d 2 y 

A* 

dy ' 

dy 

dydt 

dx 

dxdy 

~d~y 

dy‘ ‘ 

~7z 

dydz ’ 

1 

d& 

dQ> 

d 2 y 

dy 

d 2 y 

dy 

d 7 y 

dy 

d 2 y 

t* 

dz 

dz 

~dzdl~ 

dx 

dx dz 

d y 

dydz 

dz 

d ?' 


Moltiplicandole rispettivamente per dx , dy , ds , la loro somma sarà uguale a 

7— -■'5-H(2)' + (S)' + • 


nella quale i differenziali debbono prendersi per rispetto alle sole variabili 
x , y , z, e la quantità t deve considerarsi come costante. 

I due membri di questa equazione possono integrarsi per rapporto alle 
x, y , z ogni qual volta n sarà una funzione cognita di co’ , ovvero una 
quantità costaote.. , • 

4 18. la questa ultima ipotesi, che è quella di un liquido omogeneo , 
si ottiene . 


® — 4> _ 1 

fT . ~ di~ T i 




nel secondo membro della qoale bisognerebbe aggiungere una funzione ar- 
bitraria del tempo; ma perchè questa può riguardarsi come contenuta nella 
funzione y , riuscirà inutile lo scriverla. 

La equazione di continuità , cioè la equazione (k*') in questo caso ri- 
ducesi alla (k*"); quindi si avrà 

£± , £* ,£5 = 0 

dx 2 dy 2 di 2 


Questa equazione darà y in funzione di x, y , z, e determinale a dovere In 
funzioni arbitrarie, si otterranno i valori di u , c , u> mediante la differen- 
ziazione della funzione 9 . 

419. Nel caso che il fluido sia aeriforme , supponendo costante la tera- 

dv 

pergiura , si avrà « , = 6 /a, ed il primo membro della ( k *' r ) diventerà 9 — . 


Si otterrà duoqne integrando 

•*«>— S-H(S)’ + ^)' + G0]- 

donde si ricaverà w in funzione di f . 
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La equazione di continuità può in lai caso mollerei sotto la forma 9e- 
euenle • 

<«£) <«§) K’£) 

dx dy dz 


dm 

lf + 


0 . 


Sostituendo in questa equazione il valore di m ricavalo dalla precedente , 
risulterà una equazione che determinerà q>, e conseguentemente «, », u>. 

420. Poniamo termine a questo capo col dire alcuna cosa intorno al 
molo permanente di un liquido. Allorché si fa rimanere il livello di un li- 
quido ad un’altezza costante, si ottiene dopo un certo tempo uno stato per- 
manente , nel quale tutte le circostanze restano le medesime nel medesimo 
punto , e solamente variano da un punto all’altro. In tal guisa in un punto 
qualunque la velocità del liquido sarà costante tanto in grandezza che in 
direzione , e conseguentemente due molecole che ad epoche differenti occu- 
peranno la medesima posizione., percorreranno la stessa traiettoria in una 
maniera del tolto identica. 

Prendendo l’asse delle z nel senso della gravità, le equazioni che in tal 
caso ci somministra il principio di D’ Alembert saranno (414). 


dn , dm dm 

— = — f/U , — — fin , — — n(g — ui'). 

dx dy . dz 


Moltiplicandole rispettivamente per dx, dy , dz, e sommandole , verrà 
dm = g/zdz — ti{u'dx + v'dy -f- to’ dz). 


Ora indicando con V la velocità della molecola situata nel punto (*, y , z) 
alla fine del tempo t , si ha 

s 

1 , , da . , do , dio 

— d, F* = udu -f- odo 4- tedio = udì - — f- v di — -4- iodi — = 

2 dt di ‘ di 

= u'dx + v'dy + «o'd*. 

Adunque sarà 

dm = gftdz — jjd. V 3 , 


ed integrando fra dne punti della traiettoria percorsa dalla molecola corri- 
spondenti alle ordinale z 0 , z, si avrà 

* — W( , = 9M (z — z,)_ £(r — F, 1 ) , 

dove «r, e F„ esprimono i valori di m e di F relativi al primo di questi 
punti. 
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Siffatta equazione ci conduce ad un risultamento assai importante, e 
che noi abbiamo giù ottenuto nel capo precedente nel quale peraltro si am- 
mettevano ipotesi molto pili particolari di quelle che abbiamo in questo capo 
ammesse. Supponiamo infatti che la superficie libera del liquido sia perfet- 
tamente piana , e sottoposta in tutti i suoi punti ad una pressione uguale e 
costante P , e contiamo le s a partire da questo piano. Se nella equazione 
precedente facciamo ; o =0 e «„=/’, il primo dei due punti considerati 
sulla traiettoria sarà situato nella superficie supcriore del liquido , e si avrà 




Ora se nella parte inferiore del vaso havvi un piccolissimo orificio distante 
dal livello superiore del liquido della quantità h, si potrà supporre che per 
tutta la estensione di questo orificio la velocità delle molecole dello stesso 
liquido sia la stessa', in guisa che per t = h non vi abbia per V che un va- 
lore solo. Se dippiù si riguarda la pressione esterna come uguale tanto nel- 
l’ orificio che nella superficie superiore del liquido, ponendo nell'ultima 
equazione t— h , si avrà 


donde 




r — fV = 2 gh. 


Pertanto sia p il rapporto dell'area dell'orificio all'arca della sezione del 
vaso segnata dal piano dei livello superiore; si avrà (dOI>. di 1 :(fc r ")) -y=p, 
e conseguentemente 

r(f— p’)=2j,/ ( . 

Se p è piccolissimo , p’ potrà dispreizarsi , e sarà semplicemente 

V = V2yà, 


che è il risaltato al quale abbiamo accennato qui sopra. 


FINE DEI. Mimo SESTO K DELLA MECCANICA GENERALE. 


H tee. 


Ùtt 
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DELLE MATERIE 


!fotlOtn PreimInau — In che si distingue il moto dalla quitte: ti definisce il 
corpo: che t’intende per massa di un corpo: nel corpo che cosa sono i por». 

3 ual'è il volume, e quale la dentiti: in che si distingue il moto uniforme 
el moto vario : nel moto uniforme qual’ è la velociti e quale la quantità 
di moto num. I. Il corpo è Indifferente al moto ed alla quiete n. 2. Che ti 
deve intendere per potenza o per forza : quando è che le forzo diconsì es- 
sere in equilibrio : donde avviene che le forze possano rappresentarsi con 
linee rette ovvero con numeri u. 3. Che cosa deve intendersi per forza 
d’inerzia n. Nel moto che s’intende per direzione: si spiega il principio 
dell’ azione e reazione n. 5. In che consiste il principio del moto relativo 
n 6. Le forze sono come le quantità di moto n. 7. pag. I 


LIBRO PRIMO 


DELL' EQUILIBRIO IN GENERALE 

CAPO I. Della composizione e della risoluzione delle forze thè concorrono in 
un punto. Nozioni preliminari intorno alla composizione ed alla risolu- 
zione delle forze n. 8. La risultante di due forze uguali varia proporzio- 
nalmonle alle forze componenti , supposto costante 1’ angolo di queste 
forze , ed è sempre uguale alla diagonale della losanga fatta con i lati 
che' rappresentano le componenti n. 9. La risultante di due forze disu- 
guali che concorrono ad angolo retto è uguale alla diagonale del rettan- 
golo fatto con i lati che rappresentano le forze componenti n. IO. In ge- 
nerale si dimostra il parallelogrammo delle forze n. 1 1. Formolo analiti- 
che le quali determinano la intensità e la direzione della risultante R di due 
forze P , Q n. 12. Se da un punto preso ad arbitrio sulla direzione di udb 
delle tre forze P, Q, R si abbassino le perpendicolari sulle direzioni delle 
altre duo forze , queste forze staranno in ragione reciproca delle rispettive 
perpendicolari n. 13. In qual modo si compongono tre forze che concor- 
rono in un punto e non sono poste nel medesimo piano n. là. Formule 
analitiche che servono a determinare la intensità e la direzione della risul- 
tante di tre forze che concorrono nello spazio ad angoli retti : risoluzione 
di una forza data in tre altre le quali sieno perpendicolari fra loro n. 13. 
S’insegna il modo di comporre geometricamente un sistema qualunque di 
forze n. 16. Formule analitiche le quali servono a determinare numerica- 
mente la direzione e la intensità della risultante di un numero qualunque 
di forze n. 17. Se pel punto nel quale concorrono più forze si conduca una 
retta in una direzione qualunque, proiettando su questa retta tanto quelle 
forze che la loro risultante , sarà il prodotto della risultante per la sua 
proiezione uguale alla somma dei prodotti che si ottengono col moltipli- 
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care ciascuna forza per la rispettiva proiezione n. 18. Se sopra una curva 
riferita a due assi rettangolari vi ha un punto sollecitato da due forze pa 
rallele agli assi , si potranno sempro a queste forze sostituire due altre 
le quali agiscano secondo la tangente e la normale alla curva in quel 
punto; e viceversa n. 19 pag. 

CAJ’O II. Della composizione e della risoluzione delle forze parallele applicale 
ad un sistema invariabile di punii. Che cosa s’ intende per sistema invaria- 
bile n. ‘20. Composizione di due forze parallele che agiscono nello stesso 
senso, o in senso opposto n. 21,22. Formolo che determinano la quan- 
tità della risultante di due forze parallele, ed il punto dove questa risul- 
tante deve applicarsi n. 23. Composizione di un sistema qualunque di 
forze parallele, e forinola che no determina la quantità della risultante 
n. 21. Del centro delle forzo parallele: caso in cui un sistema di forze 
parallele 6 privo di centro n. 25. Formolo analitiche mediante le quali 
si determina il centro di un sistema di forze parallelo n. 20, 27. Che cosa 
s’intende per momento di una forza rispetto ad uu piano: in un sistema di 
forze parallelo il momento della risultante rispetto ad un piano 6 uguale 
alla somma dei momenti delle componenti rispetto allo stesso piano n. 28. 
I.n situazione nello spazio del centro dello forze parallele non dipende 
dalla direzione delle forze ma dai valori di queste forze e dalla posizione 
dei loro punti di applicazione n. 29. Risoluzione di una forza data in altre 
ad ossa parallele n. 30, 31 

CAPO Ut. Dei momenti di rotazione e della composizione delle forze applicale 
in qualunque modo ad un sistema invariabile di punti. La intensità della 
rotazione di una spranga rigida intorno ad un suo punto è in ragione com- 
posta della forza che induce la rotazione, e della distanza della medesima 
forza da quel punto n. 32. Si definisce il momento di rotazione: che s’in- 
tende per centro dei momenti e per asse di rotazione n. 33. Il momento di 
rotazione della risultante di due forzo che concorrono in uno stesso punto, 
è uguale alla somma o alla differenza dei momenti di rotazione delle com- 
ponenti , secondo che il centro dei momenti ò dato fuori ovvero dentro 
l’angolo delle componenti il. 31. Se più forzo poste in uno stesso piano 
concorrano in un sol punto, sarà la somma dei momenti di rotazione di 
queste forze uguale al momento di rotazione della loro risultante n. 35. 
Il momento di rotazione della risultante di due forze parallelo lo quali 
agiscono nel medesimo senso è uguale alla somma o alia differenza dei 
inoiuenli di rotazione dello componenti secondo che il centro dei momenti 
cade fuori o dentro delle loro direzioni n. 36. Il momonto di rotazione 
intorno ad uno degli assi coordinali della risultante di un qualunque 
numero di forzo parallele, è uguale alla somma del momenti di rota- 
zione intorno allo stesso asso delle forze componenti n. 37. Questo teo- 
rema ha luogo anche quando il sistoma delle forze parallele è privo di 
centro n. 38. Si espone in un modo più generale quanto si è dimostrato 
nei due numeri precedenti n. 39. Le forze parallele ad uno degli assicoor- 
dinati , tendono a far girare il sistema a cui sono applicate iutorno agli 
altri duo assi n. 10. Espressioni generali dei momeuti con i quali uu nu- 
mero qualunque di forze parallele altro all’asse O.V, altre all’asse 01, 
ed altre all’asse OZ, tende a far girare il sistema a cui queste forzo sono 
applicale intorno a questi stessi assi n. 11,42. Che rosa s’intende per 
momento lineare di rotazione n. 43. Composizione dei momenti lineari di 
rotazione: per riguardo a questa composizione si dimostrano teoremi e 
formolo simili ai teoremi ed alio formule che hanno luogo per la compo- 
sizione delle forze angolari n. 41, 45, 46. Se le direzioni di due forze ap- 
plicale ad un sistema giacciano in piani differenti , queste forze non 
avranno risultante n. 17. Condizione necessaria perchè un sistema qua 
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lunque di forze animella una risultante n. 48. Equazioni che determinano 
la quantità e la direzione di questa risultante allorché ha luogo la prece- 
dente condizione n. 49 pag. 27 

CAPO IV. Dell’equilibrio di un punto, e di un eistema invariabile. Quadro 
delle cose che debbono trattarsi in questo capo n. 50. Condizioni perché 
un punto libero sollecitalo da un numero qualunque di forze stia in 
equilibrio n. 51. Se più forze si equilibrano intorno ad un punto, una 
qualunque di esso sarà uguale e contraria alla risultante di tutte le altre 
n. 52. Condizioni necessarie e sufficienti perchè un punto assoggettalo a 
rimanere sopra una data superficie resistente stia io equilibrio n. 53,54. 

Che si richiede per l’equilibrio di un punto che è fermato ad un fulcro, 
ovvero che è sospeso da un fulcro mediante una verga rigida o flessibile 
n. 55. Condizioni perchè un sistema invariabile libero stia in equilibrio 
n. 56. Si dimostra che le stesse condizioni hanno luogo allorché il sistema 
è sollecitalo da forze che non hanno una risultante n. 57. 1-'ortiiolo rela- 
tive alle proiezioni di un sistema di aree piane sopra differenti piani n. .Vi. 
Proprietà dei momenti di rotazione dedotte da quelle delle proiezioni delle 
aree piane: identità della composizione dei momenti di rotazione e della 

composizione delle forze n. 59, 60, 64. Dati i momenti con i 

quali le forze applicate al sistema tendono ad aggirarlo intorno ai Ire 
assi rettangolari delle coordinale, trovaro i momenti con i quali le stesse 
forze tendono ad aggirarlo intorno a tre assi paralleli ai primi c condotti 
per un dato punto n. 65. Lo condizioni dell’equilibrio di un sistema ri- 
gido e libero assegnate noi numero 56 non solo sono necessarie ma anche 
sufficienti n. 66. Si assegnano le condizioni dell’ equilibrio di un sistema 
invariabile allorché questo è fisso intorno ad uno o due punti n. 67. Si 
determinano le pressioni sopra gli appoggi o punti fissi di un sistema 

invariabile equilibrato n. 68 Al 

CAPO V. Del centro di gravità . Che s’intende per forza di gravità: qual'è la 
linea retta verticale : si definisce il centro di gravità n. 09. La gravità, in 
quanto è indipendente dalla massa del corpo, è uua forza continua o co- 
stante : la gravità che dipende dalla massa più propriamente dicesi paio 
n. 70. Essa è in ragione diretta del volume allorché il corpo ritiene sem- 
pre la medesima densità n. 71. Formolo analitiche per la determinazione 
del centro di gravità di un corpo la cui massa sia uniformemente distri- 
buita pel suo volume n. 72. Formolo generali le quali servono a deter- 
minare il centro di gravità di un arco curvilineo qualunque: si appli- 
cano queste formolo a trovare il centro di gravità di una retta e di un 
arco circolare n. 73. Formolo generali per determinare il centro di gra- 
vilà di un’ arca curvilinea piana: applicazione al rettangolo: del centro 
di gravità di un piano terminato da due retto parallele u da due curve : 
determinazione del centro di gravità di un trapezio o di un triangolo, 
di un segmento di cerchio e di un settore circolare n. 74. Forinola ge 
iterale per la determinazione del centro di gravità della superficie di un 
solido di rotazione: applicazione ad una calotta o ad una zona sferica, 
alla superfìcie Convessa di un paraboloide, ed alla superficie generala 
dalla rotazione di un arco di cicloide intorno all’asse della figura ov- 
vero intorno all’asse condotto pel vertice parallelamente alla base n. 75. 
Formolo generale per determinare il centro di gravità di un solido di 
rotazione: applicazione al segmento sferico, ed ai segmenti di uu ellis- 
soide di un paraboloide e di un iperboloide n. 76. Determiuaziono del 
centro di gravità di una piramide triangolare n. 77. Il teorema che ha 
luogo por la piramide triangolare si estende ad una piramide qualunque 
ed al cono n. 78. Si determina il centro di gravità di un settore sferico 
n. 79. Un punto che è posto nel centro di gravità di un sistema di pesi 
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uguali', e che è sollecitato da forze espresse dalle rette terminate ai cen- 
tri di gravità di questi pesi, si rimarrà in equilibrio n. 80. Un punto 
che è posto nel centro di gravità di un triangolo , e che è sollecitato 
da tre forze espresse dalle rette terminate ai vertici del triangolo , re- 
sterà in equilibrio n. 81. Un punto che è posto nel centro di gravità di 
una piramide triangolare , o che è sollecitato da quattro forzo espresse 
dalle rette terminale ai quattro vertici della piramide , resterà io equi- 
librio n. 82 pag. 54 

CAPO VI. Dell’ uso del centro di gravità per la misura delle superficie e dei 
solidi di rotazione : del modo di trovare per approssimazione le superficie, 
le solidità, ed i centri di gravità delle figure delle quali non si abbiano 
le equazioni . I.a superficie generata dalla rotazione di un arco è uguale 
all’arco moltiplicato pel viaggio del suo contro di gravità n. 83. Se più 
archi si avvolgano intorno ad un asse comune, la somma o la diffe- 
renza delle superficie da essi generate, è uguale alla somma o alla dif- 
ferenza degli archi stessi moltiplicata pel viaggio del comune loro cen- 
tro di gravità n. 84. Il solido generato dalla rotazione di una superficie 
piana è uguale alla superficie moltiplicata poi viaggio del suo centro 
di gravità n. 85. Girando intorno ad uno stesso asse più superficie 
piane . la somma o la differenza dei solidi da esse generati agguaglia 
la somma o la differenza dello superficie moltiplicata pel viaggio del 
comune loro centro di gravità n. 86. Si nropongono alcuni metodi onde 
trovare per approssimazione le misure delle superficie e delle solidità 
delle figure delle quali non si conoscono le equazioni n. 87 , 88 , 89 , 90. 
Formolo approssimative per la determinazione del «entro di gravità di 
una figura piana o solida ma simmetrica intorno ad un asse della quale 

non si abbia la equazione n. 91 , 92, 93 76 

CAPO VII. Dell’equilibrio di alcuni sistemi di forma variabile. Quelle condi- 
zioni che assicurano l’equilibrio nei sistemi rigidi non bastano ad as- 
sicurarlo nei sistemi di (orma variabile n. 94. Condizione per l’equili- 
brio di due funi fisso con i loro capi in due punti e concorrenti in un 
nodo nel quale sono tratte da una forza n. 95. Espressioni delle ten- 
sioni di queste funi: non vi ba tensione che basti a stendere in linea 
retta non verticale una fune , la quale sia in un suo punto tratta da 
una forza qualunque: caso in cui le tensioni di quelle funi sono ugna- 
li : quando il nodo è scorrevole non può aversi equilibrio se la dire- 
zione della forza non tagli per metà l’angolo delle funi n 96. Condi- 
zioni per I’ equilibrio di un poligono funicolare n. 97 , 98. Proprietà 
diverse del poligono funicolare equilibrato n. 99, 100, 101. Alle condi- 
zioni già esposte per l’ equilibrio di un poligono funicolare deve ag- 
giungersene un’altra la quale riguarda la direzione delle forze applicate 
al poligono, e che non può esprimersi con una equazione n. 102. Quando 
le forze applicale al poligono sono parallele, per l’equilibrio dovrà es- 
sere ciascuna di esse proporzionale alla somma delle cotangenti degli an- 
goli nei quali la sua direzione divide l’angolo del poligono n. 103. In 
questo caso le direzioni dello potenze e l’ intero poligono giacciono ne- 
cessariamente nello stesso piano n. 104. Si dimostrano le diverse pro- 

f rielà del poligono funicolare equilibrato carico di pesi u. 105, 106, 

07, 108. Coso da osservarsi allorché il poligono carico di pesi ha i lati 
ebo sono spranghe o travi l’una conCro l’altra appoggialo n. 109, HO. 

Si determina la curva di equilibrio di un Glo flessibile sollecitato in tutti 
i suoi punti da dato forze o raccomandato nelle sue estremità a due punti 
fissi n. III. Si determina la tensione corrispondente ad un punto qua- 
lunque di questa curva n. 112. Se le forze che incurvano il filo agiscono 
in piani diversi , la rurva funicolare è a doppia curvatura : equazioni di 
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questa curva : espressioni della pensione in questo caso n. 113. Si deter- 
mina la curva di equilibrio di un filo sollecitato da forze normali al filo 
stesso: la tensione in questa curva è costante: e la potenza corrispon- 
dente ad un punto qualunque della medesima curva è in ragione inversa 
del raggio del cerchio osculatore della curva nel medesimo punto n. 114. 

Se una fune circondotta ad una curva resistente è tirala nelle sue estre- 
mità da due forze , nello stato di equilibrio le due forze debbono essere 
uguali : la fune poi è tutta tesa ugualmente : ed infine la pressione che 
essa esercita sopra ciascun punto delia curva 6 in ragione reciproca 
del raggio di curvatura n. 115. Si trova la curva di equilibrio di una 
corda o catena pesante la quale sia omogenea e di uguale diametro, e 
sia sospesa a due punti fissi n. 116. Si calcola la tensione in ciascun 
punto di questa curva n. 117. La catenaria omogenea è sempre rettifi- 
cabile: s’ insegna a descrivere per punti la catenaria : quando la saetta è 
molto piccola l’andamento di questa curva si accosta molto a quello della 
cicloide ovvero ancora a quello della parabola n. 118. itegola facilissima 
per determinare approssimativamente l’altezza del ventre o sacca che fa 
nel mezzo una corda attaccala a due punti ugualmente alti sopra l’oriz- 
zonte, e tesa in uno di questi punti da un peso mollo grave in para- 

S one del peso di essa corda n. IH). Si determina la curva di equilibrio 
i una verga elastica omogenea sollecitata in ognr suo punto da date 
forze n. 120, 121. Equazione della curva di equilibrio di una verga ela- 
stica che essendo orizzontale e fissa in una delle sue estremità viene a 
piegarsi in virtù di una forza applicata all’altra estremità n. 122. Se la 
verga venisse a piegarsi in virtù di un peso attaccato a questa estre- 
mità, e la inflessione fosse piccolissima, la curva sarebbe una parabola 
cubica n. 123. Si determina la curva di equilibrio di una lamina ela- 
stica piantata verticalmente ed inflessa pel carico di un peso postovi in 
cima n. 124. Si accenna quale debba essere il valore di questo peso per- 
chè si operi nella lastra una minima inflessione n. 125. E si dimostra 
rbe il valore della forza che misura la elasticità della lastra è alquanto 
minore di quel valore n- 126 pag. 85 
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CAPO I. Z>«I moto rettilineo. Misura della velocità nel moto uniforme : diverse 
proprietà di questo moto n. 127. Misura della velocità nel molo rettili- 
neo comunque vario n. 128. Nel molo vario che s’intende per forza ac- 
celeratrice o ritardatrice , e come si misura questa forza in ogni istante di 
tempo : moto uniformemente accelerato e moto uniformemente ritardato 
n. 129. Espressioni analitiche della velocità e della forza acceleratrice 
nel moto vario rettilineo dopo un qualunque istante di tempo n. 130, 131.' 
Altre espressioni di questa velocità e di questa forza n. 132. Esame delle 
differenti questioni alle quali possono dar luogo siffatte espressioni n. 133. 
Formolo generali esprimenti le relazioni che hanno luogo fra la forza , la 
velocità, lo spazio, ed il tempo nel moto uniformemente acceleralo n. 134. 
Proprietà principali di un tal moto n. 135. Forinole generali relative al 
moto uniformemente ritardato: proprietà principali di questo moto n. 136. 
Moto dei corpi gravi : si dimostra che in vicinanza della superficie terre- 
stre , prescindendo dalla resistenza del mezzo , il moto dei corpi gravi 
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rbe si lasciano cadere dall’alto in basso è uniformemente accelerato , ed 
il molo dei medesimi corpi lanciati verticalmente dal basso in alto £ uni- 
formemente ritardalo : si fanno alcune applicazioni n 137. Moto di un 
corpo grave che si concepisce penetrare nell’ interno della terra, suppo- 
nendo che questa sia una sfera omogenea e di uniforme densità n. 138. 

Moto dei corpi gravi in un mezzo resistente nella supposizione che la 
resistenza sia proporzionale al quadrato della velocità n. 139, 140. Moto 
ilei gravi in uii mezzo resistente nella ipotesi che la resistenza sin sem- 
plicemente proporzionale alla velocità n. 141. Moto di un corpo che con 
una velocità iniziale senza avere riguardo alla gravità si muove in nn 

mezzo resistente n. 142............... . pag. 109 

CAPO li. Del moto dei gravi per i piani inclinati. Va grave qualunque posato 
sopra di un piano inclinalo discenderà per esso secondo una linea retta 
perpendicolare alla comune intersezione del piano inclinato con l’oriz- 
zonte n. 143. Si dimostra che la forza con la quale il grave discende per 
un piano inclinato è costante n. 144. Questa forza è uguale nlln gravità 
moltiplicata pel seno dell’angolo di elevazione n. 143. La velocità acqui- 
stata dal grave dopo un dato tempo , allorché questo discende per nn 
piano inclinato sta alla velocità che nello stesso tempo il grave acqui- 
sterebbe discendendo per la verticale come l'altezza del piano inclinato 
sta alla sua lunghezza n. 146. Se il grave ai lasci cadere da un punto pri- 
mieramente per la verticale e poi pel piano inclinato che passa per que- 
sto punto , giunto che sarà al medesimo orizzonte , tanto nella prima 
che bella seconda caduta ti troverà avere uguali velocità n. 147. Lo spa- 
zio descritto in un dato tempo do un corpo grave che discende per un 
piano inclinalo , sta allo spazio che nel lempu stesso il corpo descri- 
verebbe cadendo per la verticale corno l'altezza del piano inclinalo sta 
alla sua lunghezza n. 148. Relazione fra gli spazii descritti da un gravo 
in tempi uguali per la verticale e pel piano inclinato : tutte le corde 
di un cerchio che partono dall’ una delle due estremità di un diametro 
verticale sono percorse in tempi uguali a quello che il mobile impieghe- 
rebbe a descrivere il diametro n. 149. Moto di un grave per una serie con- 
tinua di più piani fra loro scambievolmente inclinati n. 150, 151 , 152. 

Moto di un corpo che incomincia a discendere per una serie di piani incli- 
nati con moto uniforme e con una costante velocità n. 153. Salila dei 
gravi per un piano inclinalo paragonata alla salita verticale dei mede- 
simi gravi n. 154, 155. Salita dei gravi per un piano inclinato paragonala 
alla discesa dei medesimi per un altro piano il quale sia inclinato nel 
medesimo modo che il primo , ed inoltre in lunghezza sia uguale al primo 

n. 156 128 

CAPO HI. Del -molo curvilinea. Misura della velocità nel jnolo curvilineo 
n. 157. Ogni moto curvilineo in una curva piana equivale ad un molo 
composto di duo moti - rettilinei ed ortogonali n. 138. Espressioni delle 
forze acceleratrici e delle velocità corrispondenti a questi due moti compo- 
nenti : si determina la quantità e la direzione della velocità dalla quale 
il mobile è affetto in ogni istante di tempo n. 159. Relazioni fra la velo- 
cità, lo spazio, ed il tempo n. ICO. Modo di determinare il punto nella 
curva nel quale il mobile si trova dopo un dato tempo, e la equazione di 
questa curva n. 161. Si propongono alcuni esempii n. 162. Supponendo 
che la traiettoria sia una curva a doppia curvatura si procede come sopra 
alla determinazione di tutte le proprietà del moto per uua tal curva n. 163. 
Notabile proprietà del moto curvilineo allorché le forze che sollecitano il 
mobile sono dirette verso centri fissi, e non dipendono che dalla distanza 

dello stesso mobile do questi diversi centri n. 161 134 

CAPO IV. Dei molo parabolico 4*4 gravi lanciali ohbliquamente all’ orizzonte 
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lenza aver riguardo alla renitenza del mezzo. La traiettoria dei gravi pro- 
ietti è una parabola avente per diametro la verticale condotta pel punto 
di partenza, e per parametro il quadruplo dell’ altezza dovuta alla velo- 
cita di proiezione n. 165. Equazione di questa parabola allorché ai riferi- 
sce a due asai ortogonali , orizzontale l'uno e verticale l’ altro , aventi 
per origine il punto di partenza n. 166. Ampiezza ed altezza del tiro 
n. 167. Massimo valore dell’ampiezza del tiro n. 168. Conosciuta la posi- 
zione del mobile uella parabola si determina il tempo che è scorso dal 
principio del moto: conseguenze che quindi u« derivano n. 169. Espres- 
sione della velocità dalla quale il mobile 6 affetto in un putito qualunque 
della parabola : la velociti del mobile ascendente tanto piu diminuisce 
quanto più allo s’innalza sull’orizzonte, ed al contrario la velocità del 
mobile allorché discende tanto più cresce quanto più si accosta all’ oriz- 
zonte : il mobile sia che ascenda sia che discenda , pervenuto alla mede 
sima altezza sull’orizzonte avrà uguale velocità n. 170. La direttrice della 
parabola dista dalla origine del moto per quanta è l’altezza dovuta alla 
valooilà di proiezione n. 171. Si risolvono due problemi n. 172.... pag. I i5 
CAPO V. Del moto dei grati lanciali nell'aria obbliquamente all' orizzonte . Por- 
mole per determinare la traiettoria di un tal moto n. 175. Descrizione 
per punti di questa traiettoria n. 174. Il movimento del grave pai ramo 
discendente della traiettoria ri accosla indelinitamenlu ad essere verticale 
ed uniforme n. 175. Determinazione dell’ asintoto verticale del ramo di- 
icendente n. 176. Equazione della traiettoria uel caso che l’angolo di prò- 
iezione sia mollo piccolo n. 177. Nella medesima supposizione, cono- 
scendo ia grandezza della velocità iniziale del mobile, si calcola il tempo 
che il grave impiega a percorrere un arco qualunque della traiettoria, la 

r rtata orizzontale, e la durata del tragitto dello stesso grave n. 178, 176. 1 18 
VI- Del moto centrale e della gravitazione universale. Allorché un corpo 
A sollecitalo contiuuainente da una forza diretta verso un puntò lisso, la 
traiettoria, o ia curvu da esso descritta starà tutta in un piano che passa 
pel puuto lisso n. Itti). Principio delle aree n. 181. Nel molo cenlrale se 
la forza agisce in ragione inversa del quadralo della distanza dal centro 
del moto , il corpo descriverà una sezione conica avente uno dei fuochi 
nel centro saòdelto; e vicendevolmente se un corpo intorno ad uu punto 
come centro descrive oca sezione conica, la forza acceleralrice agirà in ra- 
gione inversa del quadrato della distanza da un tal centro tv. 182, 185. 
Espressione del tempo che il corpo impiega a percorrere un arco qualun- 
que della traiettoria: che cosa s’iulendo per tempo periodico: se due mo- 
bili intorno ad un centro comune descrivono traiettorie ellittiche in guisa 
che i quadrati dei tempi periodici sieuo come i cubi degli assi trasversi , 
le forze acceleratrici dalle quali essi sono animali staranno fra toro 
nella sola ragiono inversa dei quadrali delle distanze dal medesimo cen- 
tro n. 184 , 185. Leggi di Keplero n. 186. Ogni pianeta gravita nel sole, 
ovvero è da questo attratto con una forza che è in ragione reciproca du- 
plicata della distanza del pianeta medesimo dal centro del solo n. 187. 

Le forze dalle quali diversi pianeti sono attratti dal solo stanno fra loro 
nella sola ragione reciproca duplicala delle distanze dei medesimi dal 
centro del sole n. 188. Le medesime leggi hanno luogo per le comete 
d. 188. Anche i satelliti gravitano nel proprio pianeta nella stessissima 
maniera con la quale i pianeti gravitano nel soie n. 190. I satelliti insieme 
con i proprii pianeti gravitano nel sole nella medesima ragione inversa 
dei quadrali delle loro dislauze da questo astro n. 191. Tutti i corpi 
dai quali A composto questo nostro sistema planetario gravitano I’ uno 

nell’altro scaiubievolmeule u. 192 l 157 

CAPO VII. Del molo di un punto sopra una data superficie, ovvero sopra una 
.Ucce. 5l 
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data curva. Si determinano le equazioui del moto di un punto o ele- 
mento materiale obbligalo a scorrere sopra una data superfìcie n. 193. 
Valore della velocità in funzione delle coordinale del punto dove-il mobile 
si trova dopo un certo tempo n. 191. Valore della pressione esercitata dal 
mobile contro la superficie n. 195. Si accenna in qual modo possa deter- 
minarsi il luogo del mobile dopo un dato tempo, e conoscersi la natura 
della traiettoria descritta dal medesimo sulla data superficie n. 196. Se il 
mobile non è sollecitato da alcuna forza accelcratrice , il suo moto è uni- 
forme, e per qualunque superficie cammini ritiene sempre la stessa velo- 
cilà impressagli al principio del moto: e se è sollecitato dalla sola gravità 
per qualunque superficie esso discenda o salga , avrà in ciascun punto 
quella velocità medesima che avrebbe se fosse disceso o salilo vertical- 
mente per uguale altezza n. 197. Determinare il molo di un punto obbli- 
gato a percorrere una curva posta tutta in un piano n. 198- Che cosa s’in- 
tende per fona centrifuga: si dimostra che questa forza in UDa curva qua- 
lunque è uguale al rapporto negativo del quadrato della velocità al raggio 
di curvatura n. 199. Moto dei gravi per archi cicloidali : la cicloide è una 
curva tautocrona: si dimostra inoltre essere la cicloide la curva brachi- 
stocrona nel vuoto n. 200 , 201 , 202, 203. Moto dei gravi per archi di 
cerchio: gli archi circolari di pochissimi gradi godono al pari della cicloide 
di quella singolare proprietà che da qualunque punto dell’arco si lasci 
cadere un grave, esso arriva al punto infimo nello stesso tempo n. 201, 

205,206 pa g. 168 

CAPO Vili. Del moto dei pendoli. Uimossa ogni resistenza ed impulso stra- 
niero, le oscillazioni di un pendolo grave continuano all’infinito uguali 
fra loro ed isocrone n- 207. Le oscillazioni per archi cicloidali di qualun- 
que ampiezza sono isocrone n. 208. Le oscillazioni per archi circolari di 
piccol numero di gradi sono isocrone, qualunque siasi l’ampiezza dell’arco . > 
descritto, e sono sincrone a quella di un pendolo cicloidale di uguale lun- 
ghezza n. 209. Paragonando fra loro due pendoli di diversa lunghezza , 
staranno i tempi delle oscillazioni come le radici quadrate delle lunghez- 
ze: dippiù i numeri delle oscillazioni fatte nello stesso tempo sono inver- 
samente come le radici quadrate dello lunghezze: si propongono due pro- 
blemi n. 210. Distinzione fra i pendoli semplici ed i pendoli composti n. 21 1. 

“ ' ‘ ndoli cicloidali e circolari nei mezzi resistenti n. 212 , 


CAPO I. Dei momenti d’inerzia e degli assi principali. Supposizione tendente 
a facilitare i calcoli n. 221. Che cosa s’intende per momento d'inerzia di 
un sistema rispetto ad un asse: dato il momento d’inerzia di un sistema, 
rispetto ad un asse che passa pel suo centro di gravità, trovare il mo- 
mento d’inerzia dello stesso sistema rispetto ad un altro asse il quale sia 
parallelo al primo e da esso distante per un intervallo dato n. 222. Espres- 
sioni dei momenti d’ inerzia di un sistema rispetto agli assi rettangolari, 
delle coordinate: più generalmente ancora si risolve il problema del nu-. 
mero precedente: conseguenze che qqindi si deducono n. 223. Si dimo- 
stra che il momento d’inerzia di un sistema rispetto ad un asse non 6 
altro che l’integrale del prodotto del difforenziale della massa pel qua- t , 
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drato della sua distanza dall'asse, preso questo integrale per tutta la esten- 
sione del sistema n. 224. Attribuendo alle diverse parli di una 6gura geo- 
metrica una massa proporzionale alla loro estensione, pub agevolmente 
determinarsi il momento d’inerzia di questa figura rispetto ad un asse da- 
to: si propongono varii esempii n.225. Dati i momenti d’inerzia per i tre 
assi rettangolari delle coordinate , trovare il momento d’ inerzia per un 
asse oualunque condotto per la loro origine n. 226. Foratole che quindi 
si deducono n. 227. Fra tutti gli assi condotti per la origine delle coordi- 
nate , trovare quello al quale compete il massimo o il minimo momento 
d’inerzia n. 228. Assi principali c loro proprietà: se un corpo è simme- 
trico intorno ad una retta, questa sarà un asse principale n. 229,230. 

Dato un asse principale trovare gli altri due: gli assi principali sono fra 
loro perpendicolari n. 231. Dati i momenti d’inerzia rispetto ai tre assi 
principali, trovare il momento d’inerzia rispetto ad un asse qualunque 
condotto per la loro origine n. 232. Si conferma che il momento d’inerzia 
rispetto ad un’ asse qualunque è compreso fra il massimo ed il minimo 
momento d’ inerzia corrispondenti a duo assi principali n. 233. Caso in 
cui i momenti d’inerzia rispetto agli assi principali o tutti e tre o due 
soltanto sono uguali fra loro n. 234. Ellissoide centrale: ai dimostra che 
gli assi di quest’ellissoide sono gli assi principali del sistema n. 233. Si 
conferma quanto fu dimostrato nel numero 234 , ed in altra guisa si risolve 
il problema del numero 232 n. 236 , 237. Assi principali delle figure piti 

semplici n. 238 pag. 203 

CAPO II Del principio di D' Alembert , e del moto di un corpo intorno ad un 
asse fisso. Si fa vedere in che consiste il celebre principio di D’ Alembert 
n. 239,240, 241. Che cosa s’intende per velocità angolare della rotazione, 
e come conosciuta questa velocità angolare si conosce la velocità di cia- 
scun punto del sistema n. 242. Se un corpo mobile attorno un asso venga 
sospinto da una forza agente in un piano perpendicolare a quell’asse, esso 
incomincerà a rotare con velocità angolare uguale al momento di rotazione 
della forza diviso pel momento d'inerzia del corpo, riferiti ambedue i mo- 
menti all’asse immobile n. 243. Durante il moto conviene distinguere il caso 
in cui la forza è istantanea dall’altro in cui 6 continua n. 244. Si deiermi 
nano gli sforzi che sostiene l’asse intorno al quale il corpo si aggira n. 245. 

Caso in cui l’asse di rotazione è uno dei tre assi principali n. 246. Si de- 
termina nella quantità e nella posizione la risultante dalle forze elementari 
di un corpo rotante intorno ad uno de’suoi assi principali n. 247. Nel corpo 
rotante attorno un asse principale havvi un punto pel quale passa la risul- 
tante di tutte le forze elementari , qualunque sia la posizione del corpo ro- 
tante e qualunque siala velocità della rotazione n.248. Questo punto, che 
chiamano centro di percossa. si dimostra essere sempre più distante dall’as- 
se che il centro di gravità del corpo n. 249. Caso in cui per l'impulso di 
una forza che spinge a rotare un corpo intorno ad un asse non si produce 
sforzo veruno contro i perni che sostengono l’asse n. 250. Pendolo compo- 
sto in che differisce dal pendolo semplice: nel pendolo composto havvi un 
punto in cui se tutta la massa del corpo oscillante si supponesse concen- 
trata, riducendo rosi il pendolo composto ad un pendolo semplice, le oscil- 
lazioni di questo secondo pendolo sarebbero isocrone a quelle del primo 
n. 251. S’insegna a trovare questo punto, ebe chiamano emiro di oscilla- 
zione in un dato pendolo composto, ed insieme a determinare meccanica- 
mente il momento d’inerzia di un corpo comunque irregolare, n. 252. S’in- 
segna a determinare analiticamente il centro ai oscillazione delle linee o 
®g" re geometriche supponendole gravi ed omogenee: si propongono varii 
esempii n. 253. Regola utile per trovare il centro di oscillazione di un si- 
stema allorché si conoscono i centri di gravità ed i centri di oscillazione 
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delle singole pirli n, 23». Che cesi «'intende per un dei (.ritiri di stcìlia- 
itone; si dimostra che l’asse dei centri di oscillazione o l’ alte di sospen- 
sione ri corrispondono reciprocamente l’un l’altro in guisa che aa il primo 
divenisse asse di sospensione, il secondo. diverrebbe l'asse dei centri di 

oscillazione u. 205 . pao, 226 

CAPO III. Del molo di ne corpo Solido sitiamo ad un punto fitto. Supponendo 
che un corpo con doto velocità angolari sia obbligato a girare contempo- 
raneamente intorno a Ire assi ortogonali i quali passano per un punto 
fisso nel corpo ovvero legalo ad esso invariabilmente , trovare la velocità 
assoluta nello spasio di un punto qualunque del medesimo corpo n. 236 
Si determinano quei punti del corpo che sono privi di velocità, e si dimo- 
stra che questi punti sono tutti situati sopra una retta che passa pel punto 
fisso . la cui direzione ò determinata rispetto agli assi ortogonali n. 257. 

Si dimostra che la velocità assoluta di un qualunque punto del corpo 
quanto alla direziono giace in un piano perpendicolare alla retta nella 
quale sono aitoati i punti che sono privi di velocità, ed è perpendicolare 
alla distanza del punto da questa rotta; quanto poi alla intensità è pro- 
porzionale a questa disianza n. 258. Asse istantaneo di rotazione n. 259- 
Si determinano lo reiezioni tra le velocità angolari che si riferiscono ad un 
sistema .di assi rettangolari e le velocità angolari elio si riferiscono ad un 
altro sisleran di sssi anche rettangolari n. 2tì0 . Sì determinano le compo- 
nenti della forza acceleratrice di un ponto qoalunqu» dal corpo n. 261. ' 

Si stabiliscono le equazioni del moto rotatorio del rnrpo intorno al punto 
fisso n. 262, .265. Si applicano questa equazioni al caso di un corpo che A 
posi» -in moto da forze istantanee e rbo in seguito è abbandonato a se stesso 
n. 264. Si espongono alcune proprietà del moto del quale ri è trattato nel 
numero precedenti! dimostrando ebe la somma delle forze vive di tutti i 
punti dui corpo è In stessa in qualunque istante del moto : che la velocità 
angolani intorno all'asso del momenlo principale di rolaiione ècostante, ed 
agguaglia la somma delle forze vivo divisa |>er lo stesso momento: che 
il piano tangente In superficie dell’ellissoide centrale nel punto dove è in- 
contrato dall'asse istantaneo è perpendicolare all’asse dui momento prin- 
cipale di rotazione, e perciò ba come qnesto una direzione invariabile: 
ebe la distanza di questo piano dal punto fisso ò costaute, e perciò ba un» 
posizione fissa nello spnzio : che il punto di cootatto è il polo istantaneo di 
rotazione e per conseguenza la superficie dell’ellissoide si applica conti- 
nuamente al piano fisso senza strisciare: ebe la velocità angolare è pro- 
porzionale alla lunghezza del raggio vettore dell' ellissoide intorno al quale 
si esegue la rotazione istantanea: che la superficie descritta dall’asse istan- 
taneo nell’interno del corpo è di secondo grado: che la curva descritta dal 
polo istantaneo di rotazione sulla superficie dell’ ellissoide è chiusa e ti 
compone di quattro archi uguali fra loro ; e qui si fa menzione del caso 
in cui la curva si riduce ad un punto, ovvero ad una ellisse: che la curva 
formala sul piano fisso dalle posizioni successive del polo istantaneo di 
rotazione i compresa fra due cerchi che hanno per centro comune il piede 
della perpendicolare abbassala dal centro dell’ellissoide sullo stesso pia- 
no, e si compone generalmente parlando di un numero infinito di archi 

uguali n. 263 236 

CAPO IV. Del movimento iniziate di un sistema rigido e libero sollecitalo 
da una o più forte. Supponendo prìmieramunte ebo un corpo sia solleci- 
tato da una sola forza la quale passi pel suo centro di gravità, si dimostra 
che il molo in lai caso sarà progressivo con direzione parallela aita forza, 
e che la velocità del corpo è uguale alla forza sollecitante divisa per la 
massa del corpo stesso e. 266 , 267, 268. Che se la direzione della forza 
non passa pel centro di gravità del corpo , questo concepirà nello stesso 
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lampo due moli , I' uno progressivo come (e la (orla pastosi* poi centro 
di graviti , I* altro rotatorio intorno al centro di graviti come in questo 
centro fosse immobile n.269. In lai caso la velociti del moto progressivo 
è uguale alla forai impellente divisa per la massa del corpo , e la velociti 
angolare di rotazione è uguale al momento della forza diviso pel momento 
d’inerzia del corpo, riferendo ambedue i momenti ali’ asse die dal centro 
di gravili s’ innalza perpendicolarmente sul piano che passa per questo 
centro e per la direzione della forza impellente n. 270. Trovare il punto 
nel quale deve spingervi un dato corpo , perche prendendo esso conlem 
poraneameote i due moti progressivo e rotatorio , stia la velociti del pri- 
mo a quella del secondo in una data ragione n. 271. Centro di spontanea 
rotazione n. 272- Date le forze sollecitanti ciascun punto del corpo si de- 
termina il moviraeelo iniziale del medesimo corpo n. 273. Foratoti che 
determinano il proseguimento del moto del corpo n. 274. Foratole che deter- 
minano il molo progressivo del centro di graviti del corpo n. 275. . . pag. 258 
CAPO V. Delf urto dei corpi . Urto diretto si diiliogue dall’urlo obbliquoi 
il primo si divide in centrale ed eccentrico n. 276. Formolo che eepri- 
ntooo la velociti comune dalla quale sono affolli due corpi dopo lo seam- 
bievole urlo diretto e centrale n. 277. Nella supposizione medesima dei- 
l’ urlo diretto e centrale si dimostra ebe la mutazione delle forza è uguale 
in entrambi i corpi, e quella delle velociti è Inversamente proporci otta le 
alla massa n. 278. Si dimostra inoltre che la velocità del centro di graviti 
comune dei due corpi , e la somma delle loro forze si conserva la stesaa 
e prima e dopo l’urto n. 279. La forza di elaelicitd nei corpi si divide in 
parlila ed in imperfetta: corpi duri e corpi molli n. 280. Formolo che 
esprimono i« velociti dopo l'urlo del corpo urtante e del corpo urlato, 
avendo riguardo alla elasticità dei medesimi corpi : i teoremi enunciati 
sopra nei numeri 278 e 279 hanno eziandio luogo per i corpi elastici a. 281 . 
Forosola che esprime la perdila delle forze vive nell’ urto dei corpi: si de- 
duce da questa foratola che una tal perdila ò nulla peri corpi perfetta- 
mente elastici, e che è massima per i corpi non elastici o. 282. Se i corni 
tono perfettamente elastici la velociti rispettiva , ossia la differenza della 
velocità , è la stessa e prima e dopo 1’ urto o. 283. Se i corpi sono perfet- 
tamente elastici si scambieranno nell’urto le velociti n. 284. Caso iu cut 
un corpo elastico urla iu un ostacolo immobile n. 285. Si determinano le 
leggi dell’urto prodotto in una serie di masse io riposo, le quali decrescano 
in progressione geometrica , dalla prima di queste masse , la quale si 
suppone che vada ad urlare la seconda con una determinata velociti : caso 
in cui queste masse sieno tante sfere di uguale diametro n. 286. Leggi cha 
hanno luogo nell’urlo diretto ed eccentrico n. 287. Caso in cui i corpi che 
in Ul guisa si urtano sono elastici n. 288. Caso in cui il corpo urtato è li- 
gato ad un asae immobile u. 289. Leggi che hanno luogo nell’ orlo obbli- 
quo dei corpi n. 290 261 


LIBHO QUARTO 


DELLE MACCHINE 

CAPO 1- Nozioni preliminari riguardanti l’attrito dei corpi, la rigidezza dei 
canapi, a la retitienia dei iolidi. Che s’intende per attrito : apparecchio 
immaginalo da Coulomb e Xiuienes per misurare l’attrito o 29l- Si di- 
stingue l’attrito che ha luogo nel primo distacco dall'altro che si svi- 
luppa duranti il movimento: esperimenti del sigoor Moria per la datermi- 


nazione delle leggi dell’ attrito che ha luogo tanto nel primo diatacco che 
durante il moto n. 292 l' attrito corritpondente al primo diatacco varia 
ascondo la durata del contatto che precede lo atriaciamento n. 293. L'at- 
trito non dipende dalla estensione delle superficie striscianti n. 294. Il 
coefficiente dell’attrito, ossia il rapporto dell’attrito alla pressione, nelle 
diverse pressioni può prendersi come costante: esso però varia ascondo 
la qualità delle superficie: si fa minore quando le superficie sono logore 
per lungo fregamento, ovvero sono spalmato con materia untuosa n. 295. 

Si propone un metodo facilissimo per conoscere il coelfioiente suddetto nei 
corpi di diversa sostanza n. 296. Si distinguono due specie di attrito: ai 
espongono le leggi dell’attrito della seconda specie: si dimostra che que- 
sto attrito è molto più piccolo in paragone di quello della prima specie 
n. 297. Resistenza prodotta della rigidezza dei canapi : si fa ben intendere 
donde provenga siffatta resistenza n. 298. Esperienze di Coulomb per de- 
terminarla, e conseguenze che da queste esperienze si ricavano n. 299. 

La resistenza proveniente dalla ripidezza delle funi è indipendente dalla 
velocità n. 300. Resistenza dei corpi solidi: ipotesi di Galilei n. 301. Resi- 
stenza auoluta e resistenza relativa: la resistenza assoluta nei solidi omo- 
genei è proporzionale alle loro sezioni perpendicolari alla forza distraente 
n. 302. Esperienze di Musschenbroek relative alla resistenza assoluta dei 
solidi n. 303. Esperienze di Dubamcl relative alla resistenza assoluta di 
grosse funi di canape n. 304. Nella medesima ipotesi Galileana si deter- 
mina la resistenza relativa dei solidi n. 305. Ipotesi di Leibnizio n. 306. 

Si propone una terza ipotesi, mediante la quale si determina la resistenza 
relativa di un solido prismatico a base rettangolare n. 307. Esperienze di 
Musschenbroek relative alla resistenza relativa dei solidi n.308. Resistenza 
dei solidi sostenuti nelle estremità n. 309. Esperimenti del signor Buffon 

n. 310 pag. 273 

CAPO II. Dell’ equilibrio delle macchine — della leva. Si distinguono tre generi 
di leve n. 311. Nella leva in rauilibrio la potenza sta alla resistenza in ra- 
gione reciproca dei rispettivi bracci di leva n. 312, 313. Pressione eserci- 
tata sul fulcro nel caso che la potenza e la resistenza sieoo due pesi : in 
questo caso nel primo genere di leva la potenza può essere maggiore o 
minore della resistenza, nel secondo genere di leva la potenza 6 sempre 
minore della resistenza, e nel terzo genere è sempre maggiore n. 314. Caso 
in cui si tiene conto del peso della leva n. 315, 316. Volendo tener conto 
del peso della leva rettilinea di secondo genere , si determina quella 
lunghezza della spranga che dà il maggior vantaggio alla potenza n. 317. 

Si nota che nella leva le proprietà dell'equilibrio e le pressioni sostenute 
dal punto di appoggio si debbono dedurre sempre dalle condizioni di equi- 
librio di un sistema di forma invariabile n. 318. della bilancia Si distin- 
guono varie specie di bilance: si descrive la bilancia ordinaria n. 319. 
Condizioni perchè in questa due pesi uguali collocati uno per piatto si 
equilibrino: la bilancia falsa può servire a determinare giustamente il 
peso n. 320. Si assegnano altre condizioni per la squisitezza della bilancia 
e per la comodità del maneggiarla n. 521. Descrizione della stadera 
n. 322. Nella stadera se si divida il braccio più lungo in parti uguali , ed 
il marco percorra successivamente ciascuna divisione , esso farà equili- 
brio a pesi crescenti in proporzione aritmetica n. 323. di alcvne macchine 
composte di leve. Se una potenza equilibra una resistenza o un peso per 
via di più leve Cuna agente sull’altra , sta la potenza al peso come il pro- 
dotto di tutti i bracci di leva posti dalla parte del peso al prodotto di tutti 
i bracci di leva posti dalla parte della potenza n. 324. Si determinano le 
condizioni di equilibrio nel ponte levatoio n. 325. dell’ asse nella roota. 
Descrizione di questa macchina n. 326. Si dimostra che nell’equilibrio 


dell' asse nella ruota la potenza sta al peso come sta il raggio del cilindro 
a quello della ruota n. 327. disse rvote destate. Descrizione di un sistema 
di moto dentate n. 328. Per l’equilibrio di un sistema di ruote dentate fa 
d’ uopo che la potenza stia al peso come sta il prodotto dei raggi dei roc- 
chetti al prodotto dei raggi delle ruote n. 329. Si dimostra cbe in un dato 
tempo il numero dei giri della prima ruota sta al numero dei giri della 
ultima ruota come sta il prodotto dei numeri dei denti delle ruote al 
prodotto dei numeri delle ali dei rocchetti: quindi si deduce una regola 

J ratica per calcolare la velocità delle diverse parti componenti un sistema 
i ruote dentale n. 330. deila teoclea e della taglia. Divisione della Iro- 
clea in fissa e mobile n. 331. Nella trofica fissa per l'equilibrio la potenza 
deve essere uguale alla resistenza n. 332. Nella (roclea mobile in equili- 
brio i duo capi della fune declinano ugualmente dalla verticale abbassata 
dal centro della troclea ; e sta la potenza al peso come sta il raggio al 
doppio coseno di questa declinazione ; ovvero ancora come sta il raggio 
della troclea alla corda dell’ arco abbracciato dalla fune n. 333. Il massi- 
dio vantaggio che possa ottenersi da siffatta macchina ha luogo quando i 
due capi della fune sono paralleli n. 334. Descrizione della taglia : nella 
taglia in equilibrio i tratti della fune cbe sostengono le troclee mobili de- 
clinano dalla verticale in guisa che la somma dei seni di queste declina- 
zioni sia nulla, ed allora sta la potenza al peso, come sta il raggio alla 
somma dei coseni delle succennale declinazioni: la disposizione più van- 
taggiosa di questa macchina si ottiene quando tutti i tratti della fune sono 
paralleli n. 335. In un sistema di troclee mobili l’una agente sull’ altra 
sta la potenza al peso come sta il prodotto dei raggi delle troclee al pro- 
dotto delle corde degli archi abbracciati dalla fune in ciascuna troclea-: 
caso in cui tutte le funi sono parallele : taglie composte n. 336. del piamo 
inclinato. Se la potenza equilibra un peso posto sopra di un piano incli- 
nato , sta la potenza al peso come sta il coseno della inclinazione del 
piano alla verticale, al coseno della inclinazione della potenza al piano 
stesso: se la direzione della potenza è orizzontale, per l’equilibrio fa 
d’uopo che la potenza stia al peso come l’altezza del piano sta alla 
base : se poi la direzione della potenza è parallela al piano , bisogna che 
la potenza stia al peso come sta l’altezza del piano alla lunghezza n. 337. 
della vite. Che cosa s' intende per elica, e qual’è il passo dell'elica : ogni 
elemento dell’ elica è una retta inclinala in guisa che sta l’altezza alla 
base, come sta il passo dell’elica alla periferia della base del cilindro 
n. 338. Descrizione della vile: vite perpetua n. 339. Generazione della 
vite: vite a risalto quadrato o a risalto rettangolare n. 340. Nella vite io 
equilibrio sta la potenza al peso come sta il passo dell’elica alla periferia 
cbe la potenza tende a descrivere n. 341. Uso della vite a strettissime spire 
per misurare i piccolissimi movimenti n. 342. Per l’equilibrio della vite 
perpetua bisogna che la potenza stia al peso come sta il prodotto del rag- 
gio del cilindro per il passo dell’elica al prodotto del raggio della ruota 
per ja periferia che la potenza tende a descrivere n. 343. del cuneo. De- 
scrizione del cuneo n. 344. Per l’equilibrio del cuneo la potenza sta alla 
pressione esercitata dalle parti del corpo sopra ciascun lato del cuneo 

come la testa del cuneo sta a questo lato n. 345 pao. 290 

CAPO III. Delle macchine nello sialo prossimo al molo. Equazione generale 
dello stato prossimo al molo n. 346. Applicazione alla leva e ad un sistema 
di leve n. 347 , 348, 349. Applicazione all’asse nella ruota e ad un sistema 
di assi nella ruota n. 350, 351. Si contempla il caso in cui la potenza è di- 
stribuita uniformemente in più punti della cireonferenza della ruota dia- 
metralmente opposti Ira loro, come per lo più avviene nell’argano n.552. 
Avvertenza intorno ai segni dei coefficienti delle resistenze n. 353. Appli- 
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catione ad una ruota dentata n 354. Avvertenza intorno all' attrito degli 
atti, che bIcudì autori dicono di terza ipecia n. 355. Applicazione alla tro- 
clea ed alla taglia n. 356. Applicazione al piano inclinato n. 357. Applica- 
zione alla vite n. 358 p<jj. 312 

LAPO IV. Delle macchini in molo. Obbielto di queato capo n. 359. Caao in cui 
il moto è uniformemente accelerato: applicazione all’asse nella ruota, ed 
alla troclea fissa tanto nella ipotesi che il peso salpa verticalmente quanto 
nell'altra che salpa per un piano inclinato: macchina di Alwood n. 360, 

361 , 362 , 363. Si tiene conio dell'attrito e della ripidezza della corda 
n. 364. Caso in cui il moto è variabilmente accelerato: applicazione alla 
manovella ebe zi adopera nell’alzare gli stantuffi delle trombe idrauliche 
n. 365. Caso in cui il moto è uniforme n. 366. Si tiene conto delle resi- 
stenze provenienti dall'attrito e dalla rigidezza delle funi n. 367 324 

CAPO V. Ribellioni generali intorno all’ equilibrio ed al moto delle macchine. 
Principio delle velocità virtuali verificato nella leva, nel piano inclinato, 
nella troclea mobile, nella vite, e nel martinetto n. 368. Dimostrazione 
generale di questo principio n. 369, 370. 371. Equazione generale del moto 
delle macchine n. 372 , 373. Che cosa s’intende per quantità di travaglio, 
e si dimostra che quando lo macchina passa da una posizione all’ altra 
l’aumento della semisomma delle forze vive uguaglia l'eccesso del trava- 
glio motore sul travaglio resistente n. 374 333 

LIBRO QUINTO 

DELL' EQUILIBRIO DEI FLUIDI 

CAPO L Delia generale equazioni dell’ equilibrio dei corpi fluidi. Definizione di 
una massa fluida: si dividono i fluidi io incompressibili o liquidi, ad in 
compressibili o elastici u. 375. Dalla perfetta mobilita dalia quale si sup- 
pongono dotate le particelle dei corpi fluidi, si deducono le condizioni ri- 
chiesta per l'equilibrio di una massa fluida qualunque, e quindi la equa- 
aione generale dell’equilibrio dei corpi fluidi n. 376. Riflessioni sulle pres- 
sioni esercitato aopra la superficie di un corpo fluido equilibralo n. 377. 

Si dimostra che ove la pressione esterna esercitala sulla superficie di nn 
fluido equilibrato o è nulla o è la stessa in lutti i suoi punti, la risul- 
tante delle forze che agiscono sul fluido riesce normale alla superficie me- 
desima n. 378. Superficie di livello n. 379. Caso in cui una massa fluida 
equilibrala prende la forma di una sfera a. 380. Caso di un liquido pesante 
contenuto ie un vaso aperto superiormente e ebe gira intorno ad un asso 
verticale n. 381. Riflessioni generali intorno all’ equilibrio di un fluido 

elastico n. 382 , 383 342 

CAPO II. Dell' equilibrio dei liquidi gravi ed omogenei. La superficie libera di 
us liquido grave equilibralo dentro di un vaso è piana nd orizzontala a. $84. 
Pressioni esercitale dai liquido sopra le aree immerso orizzontalmente od 
obbliquamente : centro di pressione: applicazione al trapezio, al triango- 
lo , ed al parallelogrammo n. 385. Equilibrio dei liquidi con i corpi aoudt 
immersi n. 386 , 387- Equilibrio dei corpi galleggianti: applicazione ad 
un 'prisma triangolare retto u. 388 , 389 , 390. Quando I’ equilibrio dei , 
corpi galleggianti A stabile e quando ó instabile n. 391. Equilibrio dei li- 
quidi nei tubi o vasi comunicanti n. 392...., 349 

CAPO Ili. Dell' equilibrio dei fluidi elaitici gravi: del metodo dimieurare le ai- 
tar» mediante il barometro : del peso e della densità dei vapori. Condiziona 
di equilibrio di un qualunque fluido elastico grave espressa per mezzo di 
una equazione differenziale : si fa la integrazione di questa equaaiooa 
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nella ipotesi che la temperatura del fluido sia costante n. 395. Quindi si 
ricava la formola che serve a misurare le altezze con l’ aiuto del barome- 
tro: si osservano varie cose perchè l’uso di questa formola diventi più co- 
modo n. 391. Si determina la salita verticale di un globo aerostatico: mas- 
sima ascensione di un tal globo n. 595. Massima quantità di vapore che si 
sviluppa in un vaso chiuso da ogni parte: la forza elastica dell’aria secca si 
aumenta pel vaporo sviluppato: rapporto fra la densità del vapore acqueo 
c la densità dell’aria secca sotto la medesima temperatura c la stessa pres- 
sione: rapporto tra le loro densità ed i loro pesi sotto la medesima tempe- 
ratura e diverse pressioni: densità dell’aria vaporosa che equilibra una 

data pressione sotto una data temperatura n. 39G paj. 361 

CAPO IV. lidie trombe. Si distinguono le trombe in tre classi, cioè in trombe 
aspiranti, in trombe prementi , ed in trombe aspiranti e prementi : si de- 
scrive la tromba aspirante n. 597. Si determina in questa la elevazione 
del livello interno dell’acqua sopra il livello esterno dopo un primo colpo 
di stantuffo n. 398. Si descrive la tromba premente n. 399. Finalmente si 
descrive la tromba aspirante c premente n. 100. Disposizione particolare 
delle trombe destinate agli usi domestici n. 101 367 

LIDRO SESTO 

OEL MOTO DEI FLUIDI 

CAPO I. Dell’ t fi* uno dell' aequa per un piccolissimo foro dai vati verticali sia 
cilindrici > in prismatici. Si premettono diverse cose lo quali vengono di- 
mostrate dalla esperienza n. 102. 103, 10’!. Espressione della velocità del- 
l'acqua nell’atto che esce per l’orificio: espressione del tempo impie- 
gato dall’acqua a discendere nel vaso fino ad una data altezza n. 105. 
Quantità di acqua che esce per l’orificio in un dato tempo n. 106. Espres- 
sione del tempo in cui lutto intiero si vuota il vaso n. 107. Kapporto tra i 
tempi nei quali si vuotano due vasi che hanno uguali altezze ed uguali 
orificii n. 108. Si dimostra che le quantità di acqua sgorganti in uguali e 
successivi intervalli di tempo decrescono come i numeri dispari presi in 
ordine retrogrado: s’insegna a dividere il vaso in parli da vuotarsi nelle 
successive unità di un dato tempo n. 109. Si fa vedere dove ha luogo l’ac- 
celerazione per cui la velocità dell’ acqua clic discende assai piccola fino 
ad una certa altezza diviene alla fine assai grande velocità di sgorgo : 

, si fa inoltre osservare che il moto dell’acqua la quale scorre per alvei 
regolari può ridursi al moto dell'acqua che sgorga da stretti orifici! n. 110. 375 
CAPO If. Delle equazioni del moto lineare dell’acqua nei vasi verticali. Con 
moltissimi autori ammettiamo come principio dedotto dalla esperienza 
che un qualunquo tenuissimo strato orizzontale del liquido che è contenuto 
in un vaso qualunque c che per lo sgorgo si abbassa, sia formato costan- 
temente delle stesso particelle le quali abbiano una comune velocità in 
direziono soltanto verticale: in una tale ipotesi si formano le equazioni 
del moto dell’acqua nei vasi verticali n. 111. Da siffatte equazioni si 

deducono tulle le proprietà che riguardano un tal molo n. 112 380 

CAPO III. Delle generali equazioni dii molo dei fluidi. Si premettono alcune 
cose le quali servono a farsi una giusta idea del problema che si vuole in 
questo capo risolvere n. 113. Si trovano le generali equazioni del moto 
dei corpi fluidi n. 111,115. Condizioni relative alla superficie dalla quale 
il fluido è terminalo n. 116. Riduzione delle equazioni del moto dei fluidi 
ad un numero minore c ad una forma più semplice in un caso che molto 

si estende n. 117, 118, 119. Mulo permanente di un liquido n. 120 385 

ilecc. 5a 


Digitized by Google 



Digitized by Google 



CONSIGLIO GENERALE DI PUBBLICA ISTRUZIONE 


JVapoli 3 Agosto I8~>3 


Vista la domanda di Raffaele Marotta , il quale La chiesto di porro a stampa 
1' opera intitolata = Elementi di Meccanica del P. Giambattista do Sinno. 

Visto il parere del R. Revisore Signor D. Giulio Capone. 

Si permette che la indicata opera si stampi ; ma non si pubblichi senza un 
secondo permesso che non si darà se prima lo stesso R. Revisore non avrà attestato 
di aver riconosciuto nel confronto esser l’impressione uniformo all’ originalo ap- 
provato. 


Il Presidente : Francesco Sàtiri o Attilio. 
Il Segretario : Gius erti Pano colà. 


Digitized by Google 


Digitized by Google 



Digilized by Google 




Digitized by Google 






Digitized by Google 


Digitizeci by Google 







Digitized by Google 






Digitized by Google 



Digitized by Google 



;Ie 


Digitized by 



Digitized by Google 


Digitized by Google 





